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1 Ley de Coulomb

Fuerza entre dos cargas puntuales
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2 Cargas puntuales
Fuerza de n cargas puntuales sobre la carga puntual ¢
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3  Distribuciones de carga

1 dQ
F = —r’
1 -[ 4ne, r' (1)

carga

r=xi+yj+zk ; r=xi+)j+7k

r=@x-x")i+@-y)j+tiz-2z)k
Distribuciones lineales de carga

........................................ d0=%dl = A C/m

Distribuciones superficiales de carga .........ccccoevevveerreennennee. dQ=06dS = o C/ m’

Distribuciones cubicas de carga  .........ccceeeeeiiiiiiiininnnnnnn. dO=pdt = p C/ m’

La ecuacion (1) es vdlida tanto en los puntos exteriores como en los puntos interiores a la

distribucion de carga.
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4 Campo eléctrico

ETSEIT

De la ecuacion (1) se obtiene la expresion general del campo eléctrico que estd dada por

1 do ,
E = J. "3 L
carga 4me, r

Para una carga puntual Q situada en el origen queda

E

X

Para una carga ctbica de densidad p queda

N/C ©)

1

4ne,

E =

J

pdt

arg a r”3

"

)

La fuerza sobre una carga puntual ¢ ejercida por una distribucion de carga cualquiera esta dada

por

F=gq E

donde E es el campo creado por la distribucion de carga.
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La ecuacion (3) es la expresion general del campo eléctrico. Para distribuciones superficiales o
lineales, el numerador de la funcién subintegral hay que sustituirlo por o dS o por A dl
Conocida la correspondiente densidad de carga y la forma geométrica de la distribucion,
efectuando la integracion, se obtiene el campo. Este método del calculo directo del campo a
partir de su definicion resulta en la practica, salvo en algunos pocos casos, inviable, debido Ia
imposibilidad de resolver la integral. Se hace necesario deducir métodos alternativos para
calcular el campo eléctrico y en consecuencia determinar la fuerza F.

5 Ecuaciones de campo

Toda la informacion sobre un campo vectorial esta contenida en dos ecuaciones diferenciales
vectoriales dadas por los valores de su divergencia y de su rotacional.

Para el campo eléctrico se tiene

p .
V-E="12 . VxE =0
. ) ; xE=0]  (5)

La divergencia de un campo vectorial esta relacionada con el flujo del campo en un elemento
de volumen dr.
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Calculando el flujo en el elemento de volumen centrado en el punto (x,y,z)

z
Esk
Y \ &t =dedy dz
d OE, OE oE
dv do = Ly—2 +—|dn
2 ) ox Oy oz
d ° o-ﬁ EZ.]
z| o
y
0 K -
11 x dq)=V-Ed‘E=d—Q (6)
€9

De la ecuacion (4) se deduce que el campo E nace en los puntos de carga positiva ( fuentes del
campo ) y termina en los puntos de carga negativa (sumideros de campo )

f

(/

L
N

El rotacional de un campo vectorial esta relacionada con la circulacion cerrada del campo en

una curva elemental.

-
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El rotacional de un campo vectorial A define en cada punto del espacio una direccion tal que la
circulacion del campo en una curva cerrada elemental situada en un plano perpendicular a la
direccion del rotacional tiene su valor maximo. Si dA4 es el area limitada por curva se cumple

dF:|VxA|dA

i j k
vxAa-| 2 2 9
o0x 0Oy Oz
4, 4, 4

Para el campo electrostatico E cuyo rotacional es cero, la circulacion en la curva cerrada
elemental es nula con independencia de su orientacion. Del teorema de Stokes se deduce que

§LE-d1= 0 7

La ecuacion (7) es la expresion integral del rotacional de E igual a cero

Linea de campo. Una linea es de campo cuando se cumple que el campo es tangente a ella en
cada uno de sus puntos.

E Ecuacion de las
/ lineas de campo
4 Linea de campo ﬂ
/ E, E, E,

—_ 3% "y s

Ya que E y d1son dos vectores paralelos en cada uno de los puntos de la linea , su producto
escalar es positivo, luego la linea de campo ha de ser necesariamente abierta, ya que si fuese
cerrada la circulacion de E tendria un valor positivo y ha de ser necesariamente cero.

Las lineas de campo electrostadtico son abiertas, empiezan en los puntos de carga positiva y
terminan en los puntos de carga negativa o en el o .
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6 Ley de Gauss

La ley de Gauss es la expresion de la divergencia en forma integral

Integrando la ecuacion (6 ) en un volumen cualquiera del espacio se tiene

[ vEd: - jg=%

€ €
Volumen Volumen 0 0

siendo Q;, la parte de carga contenida en el volumen seleccionado.

Del teorema de la divergencia se tiene

IV-Edt - §SE-ds

Volumen

siendo S la superficie que limita el volumen considerado.

Igualando ambas ecuaciones se obtiene la ley de Gauss

§SE-dS= : (8)

II:> El flujo del campo, a través de cualquier superficie cerrada en cuyo interior no hay
carga, es cero

La ecuacion (6) proporciona un método para calcular el modulo del campo creado por
distribuciones de carga cuando se dan las siguientes condiciones :

|]:> Que se conozca la direccion del campo en todos los puntos del espacio

Que se puede seleccionar una superficie cerrada S tal que el campo sea perpendicular a
ella, o bien en todos sus puntos, o bien solo en una parte y en el resto tangente.
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|]:> Que el modulo del campo tenga el mismo valor en todos los puntos en que es
perpendicular a la superficie

Con estas condiciones , de la ecuacion (8) se obtiene el moédulo del campo

E = Qin (9)

siendo A4 el area de la superficie en la cual el campo es perpendicular a ella en cada uno de sus
punto.

7 Potencial eléctrico

|]:> El rotacional del gradiente de una funcion escalar es idénticamente nulo

Ya que el rotacional del campo es cero, E es el gradiente de una funcion escalar. La distancia
r'" entre el punto fuente y el punto campo, es una funcion de seis variables independientes

o= k=) =) -2

El gradiente de la funcion inversa de distancia es

1 r
V=)= - —53 (10)
r r

Teniendo en cuenta la ecuacion (10), la expresion general del campo eléctrico, ecuacion (3),
queda

E=-V ! j pdfr" (11)
4neg, Jeaga "

El campo E es un campo potencial y deriva de una funcion escalar llamada el potencial del
campo definida, salvo una constante, por la ecuacion

Vo 1 J‘ pdr
dne, Jeaga p"

+ cte (12)

Sustituyendo en la ecuacion (11) se tiene

|[E =-VvV (13)
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Para distribuciones de carga finitas, el origen de potencial se toma en el infinito V|, () =0,

con lo cual la constante de integracion de la ecuacion (12) es nula. El potencial en un punto esta
dado por

1 drt
0 carg a

YV (xwyz)

Integrando la ecuacion (14) se tiene el potencial en un punto y de la ecuacion (13) , mediante
una sencilla derivacion, se obtiene el campo eléctrico E.

8 Energia potencial

El gradiente de una funcion escalar es la derivada direccional méxima, es decir, define en cada
punto del espacio la direccion y el sentido en los cuales el incremento por unidad de distancia de
la funcidn tiene un valor maximo. Su modulo es dicho valor. En la figura adjunta, n es el vector
normal unitario a la superficie de potencial /' en cada uno de sus puntos luego se tiene que

ov ., oV, 6Vk

dv = |VV|dn ; VV = i+ i+
0 x oy 0z

a4

< Superficie de potencial V+dV

< Superficie de potencial V'
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Cuando pasamos de un punto de la superficie de potencial V" a otro de la superficie de potencial
V' + dV segun la direccion definida por el vector dl=dxi + dyj + dz k, se tiene

dV =VV-dl = -E-dl (15)

Por otra parte, de la ecuacion (7) y de la definicion de circulacion se deduce inmediatamente
que

|]:> la circulacion del campo entre dos puntos cualesquiera del espacio es independiente del
camino seguido para pasar del primero al segundo.

De la ecuacion (15) se tiene que la circulacion del campo entre dos puntos
1 1
jE-dl:—jdV:Vo—Vl (16)
0 0

es igual a la diferencia de potencial entre ambos puntos.

|l:> la diferencia de potencial entre dos puntos cualesquiera del campo es igual a la
circulacion del campo entre ambos puntos

Para cargas finitas, de la ecuacion (16) se tiene que el potencial en un punto esta dado por

1 ©
Vl(x,y,z):—LE-dl :L E-dl 17)

Trabajo de la fuerza eléctrica FEl trabajo elemental de la fuerza eléctrica F cuando la carga
puntual g se desplaza un dl esta dado por

dW =F-dl =qE-dl =—-qgdV=—-d(@V) (18)
I]:> El producto de la carga por el potencial es la energia potencial eléctrica de la carga q
U=q V(x,y,2)

De dW=-qdV, se define la unidad del potencial, el voltio (V') tal que V =1J/C.El
campo eléctrico E se mide en V/m.

La fuerza eléctrica F =qgE =—-gVV=-VU , deriva de la funcion escalar U , luego es un
campo de fuerzas conservativo.
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|]:> El trabajo de una fuerza externa para desplazar la carga q, manteniéndose en equilibrio,
es igual al trabajo de la fuerza eléctrica cambiado de signo.

dW =-F-dl =—-qE-dl=qdV

El trabajo para trasladar la carga ¢ desde el infinito hasta un punto del campo es el producto de
la carga por el potencial en dicho punto

W=4q Vxyz) | (19)

9 Ecuaciones de Poisson y de Laplace

El célculo del campo a través del potencial utilizando la ecuacion (13) requiere previamente
resolver la integral de la ecuacion (14), cuya solucién analitica , para el caso genérico, no existe.

El método general de la resolucion del potencial lo proporcionan las ecuaciones de Poisson y
de Laplace.

El producto escalar del operador nabla por si mismo se denomina el operador laplaciana

Ecuacion de Poisson ::> Av=-L (20)

Ecuaciéon de Laplace |:> (21)

La ecuacion (20) relaciona la densidad cubica de carga con el potencial, y la ecuacion (21) su
valor en los puntos en que p = 0.

Cualquier método que proporcione una solucion de la ecuacion de Laplace o de la de Poisson
que satisfaga las condiciones de contorno es la tinica solucion posible para el potencial. El
método de la integracion directa sélo es aplicable a problemas unidimensionales. Los casos
posibles son : uno en coordenadas rectangulares, dos en coordenadas cilindricas y dos en
coordenadas esféricas.

Las funciones que satisfacen la ecuacion (21) se llaman funciones armonicas. Estas funciones
son continuas y derivables, con derivadas primeras continuas y no tienen maximos ni minimos
en su dominio de definicion.
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10 Energia electrostatica

Cargas puntuales Consideremos el conjunto de cargas puntuales representado en la figura y
supongamos que inicialmente s6lo hay las cargas ¢; y ¢.

I

I

0

Supongamos que hemos trasladado las dos cargas desde el infinito hasta las posiciones
indicadas, primero la ¢; y a continuacion la g,. El trabajo efectuado para trasladar la segunda
carga contra el campo creado por la primera es la energia del sistema de dos cargas. De la
ecuacion (19) se tiene

1 ¢
Wy = q, 4 —
TEy Ty
La ecuacion anterior se puede escribir como
le=l ' @9 1 44
2\ 4ne, 1y 4ne, 71y

Generalizando para el sistema de las »n cargas puntuales, se tiene

W=%Zn:qiz lq—’=%iqui (22)

En la ecuacion (22), V; es el potencial en el punto posicion de la carga ¢; creado por el resto
de cargas y expresa la energia de interaccion del conjunto de cargas. Esta energia es positiva
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cuando todas las cargas son del mismo signo, pero puede ser negativa si hay cargas de signo
contrario.

Distribuciones de carga Consideremos una distribucion cubica de carga de densidad p
representada en la figura adjunta.

La energia de interaccion de la carga de la distribucion est4d dada por

W= J' pVdr (23)

carga

L
2

A diferencia de la ecuacion (22), la ecuacion (23) tiene en cuenta tanto la energia de interaccion
de los dQ como la energia de interaccion intrinseca de cada dQ contenido en el elemento de
volumen dr.

Energia del campo El campo eléctrico E creado por la distribucion efectiia trabajo luego tiene
una energia. La energia expresada en funcion del campo esta dada por

_ %o 2
W—2;[Edr (24)

La ecuacion (24) expresa que la energia esta distribuida por todo el espacio en donde exista
campo eléctrico con una densidad por unidad de volumen dada por

aw €0 »
- = 2 E‘ 2
dt 2 (25)
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11 Dipolo eléctrico

12 Accion de un campo eléctrico sobre un dipolo
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