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Magnituds escalars i vectorials.
Concepte de forga.

Principi d’inercia.

Principi d’accio—reaccio.

Llei de la gravitacio universal.
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1. MAGNITUDS ESCALARS | VECTORIALS

1.1. Definicions

- Magnituds escalars: temperatura, pressio, energia,...

- Magnituds vectorials: velocitat, camp eléctric, forca,...

Vector: segment orientat amb
1. Modul: longitud del segment (|ff| A)
2. Direcci0: recta que conté al segment (1)
3. Sentit: orientacio del segment sobre la recta suport

4. Punt d’aplicacio: origen del segment (P)
r.

N
A//
P

Tipus de vectors

e \ectors fixes: P és fixe
e \ectors lliscants: P pot lliscar per r

e Vectors lliures: P pot moure’s per tot I'espai

o




-

1.2. Operacions amb vectors lliures

Suma de vectors

A+ B| = /A2 + B2 + 2AB cos 6

: A
@ = arcsin | ———=-sinf
<|A+B| )

|A— B| = +A2 + B2 —2AB cos 0
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Producte per un escalar

>l

M| = )4
A __ 17
3 =4
A
0 —§=>| I—@—1
UA—A A_A_

e Components cartesianes: A= AT+ AyT+ AZE

e Operacions amb components cartesianes:
A+ B = (As + B.)+ (Ay + By)T+ (A, + B.)k

—

A = (ML) T+ (AAY) T+ (VAL E
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Producte escalar

A.-B=AB cos 6

e Condicio de perpendicularitat:
i — —
9:§¢0089:0¢A-B:0
e En components cartesianes:
A-B=A,B,+A,B,+A.,B,

e Modul d’un vector:

A-A= AA cos 0 = A2
Z.£:A§+A§+A§:>A:\/A3+A§+Ag

e Angle entre dos vectors:

- o A.B, + A,B A.B,
A-B = AB cos § = 0 = arccos T AyDy

AB
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Producte vectorial

- =
AXB B sin®

m\ixﬁ\ Ax B=ABsinfi

Condicio de paral.lelisme:
0=01r=sinfd=0=AxB=0

e En components cartesianes:

77k
AxB=| A, A, A,
B, B, B.

e Producte mixte:

A, A, A,
A-(BxC)=| B, B, B,

e Doble producte vectorial: A x (B x C) = B(A-C) — C(A- B)

o /
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Derivada i integral d’'un vector

e \/ectors depenents d’'un parametre:
At) = A, () T+ Ay(t) T+ AL (D) k

e Derivada d’un vector en components cartesianes:

dA _ dA, . dAy
at  dt | at !

e Integral d’un vector en components cartesianes:

//Y(t) dt = (/Aw(t) dt) 7+ (/Ay(t) dt)
+ (/Az(t)dt> k+C

k
dt

Circulacio d’un vector

—

T2

e Al llarg d’una corba oberta: / A dF
7 C

e Al llarg d’'una corba tancada: ?{ A- dr
C

Tl




. CONCEPTE DE FORCA

e Forces fonamentals de la natura:
— gravitatoria
— eléctrica i magnetica

— nuclear (feble i forta)

e Forces a nivell macroscopic:
— pes (a prop de la superficie terrestre)
— reaccions (normal i fregament)

— tensi6 (a cordes), de recuperacio (a molles),...

e Classificacio segons el rang de la interaccio:
— Forces de contacte: reaccions (normal i fregament),...

— Forces a distancia: pes,...

e Classificacio segons I'efecte de la interaccio:
— Forces de lligam: tensio, normal,...

— Forces actives: pes, fregament,...
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3. PRINCIPI D'INERCIA

e Principi d’'inércia: tot cos en repos o amb moviment uniforme continuara
en aquest estat mentre la resultant de les forces que actuen sobre ell

sigui nul.la.

4. PRINCIPI D'ACCIO—REACCIO

e Principi d’accib6-reaccio: tot cos que fa una for¢a sobre un altre (accio),
rep una forca d’igual modul i direcci6 pero de sentit contrari (reaccid),

feta per 'altre cos sobre ell.

N
B P

A A
= FamB N
O Fam ﬁp
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5. LLEI DE LA GRAVITACIO UNIVERSAL

e Llei de la gravitacio universal:

. M
F=-c—"4q,
(A

G = 6.67 x 107" Nm?/kg® constant de gravitacio universal

e Pes a prop de la superficie terrestre:

e Acceleraci6 de la gravetat:

= 9.81 m/s?

Q
|l




Estatica '

. Estatica de la particula.

. Estatica del solid rigid.

. Estructures articulades.

. Metode dels treballs virtuals.
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1. ESTATICA DE LA PARTICULA.

e Condicions d’equilibri estatic per a una particula en repos inicial:

Y. Fr=0, > F,=0

e Metode grafic:

Z F_” =0 al pla = el poligon de forces ha de ser tancat

2 T3
Tg\ﬁ%l 5 .
2

Fregament

e Forces de reaccib a la superficie de contacte entre dos solids:

AN
-
FI’ _I S OWT—-F.=0
<rl QN—-—P=0
P
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e Tipus de fregament:
— Fregament dinamic: F,. = ug N

— Fregament estatic: Fi. < s N

e Reaccio total a la superficie de contacte:

R

AN

NS T ¢ = arctan £r
L angle de fregament
Fr

T=0 T petita
equilibri estatic ~ equilibri estatic |liscament inminent  moviment

e Moviment inminent:

F.=us N — ¢ = ¢, = arctan p,

o




-

2. ESTATICA DEL SOLID RIGID

Moment d’'una forca respecte d’'un punt

-

0 F = = -
\J Mo =0OP x F

P

° MO no depen d’'on s’aplica F al llarg de la seva linia d’accio:
M} =OP' x F=(OP+ PP')x F=0P x F = Mo

O

-
o F
-
E F o
o
P

e Canvi de centre de reduccio:
Mo = O'P x F=(0'0+4+O0P) x F'=0"0 x F+ Mo

P

e Recepta de calcul:

|Mo| = |OP|Fsinf = Fd




Moment d’una forca respecte d’'un eix

e M, no depen d’on s’aplica F' al llarg de la seva linia d’accio:

Mo -i=(OPx F) i = ((O7O+O_P)xf) G= Mo

Sistema de forces

e Resultant | moment resultant:

R=SF  io=> 0PxF

=1 =1

~
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e Canvi de centre de reduccio:

MO' = ﬁ;O?Pz X F; = 27_1; (070 + O_)Pz) X l":’;

— Mo +0"0x R

Parell de forces

e Parell de forces: sistema de dues forces paral.leles d’igual modul i

sentit contrari:

F

e El moment resultant d’'un parell de forces no depén del centre de

reduccio:
Mp =OPXxF+0P' x(—F) = (OP—OP')xF=P'PxF
e Modul del moment resultant d'un parell de forces:

|Mo| = |P"P|Fsin = Fd




Centre de gravetat

e Sistema de particules a prop de la superficie terrestre:

i

X

i

!

JVI$<>.

o P =3 ".P;: pes total del sistema.

e Punt d’aplicaci6 de P: centre de gravetat.

o Geo

S)

Lol

MG:62M0+ﬁXO—G:ZZﬂXﬁz—O_GXZZﬁZ

— >, B




e Condicions d’equilibri estatic () = qualsevol punt del solid):
SSF=0, Y. Mg=0

e Exemple:

(1) Psinf — F,—T =0

2) N — Pcosf =0
RTR—-F,R=0

e Metode grafic:

e Sistema de solids rigids.
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3. ESTRUCTURES ARTICULADES

e Tipus de contactes: superficies, anclatges i articulacions

e Estructura articulada: conjunt d’elements rigids rectes (membres)

units pels seus extrems (nNUsos):

e Meétode dels nusos: » , F' = 0 sobre cada nus

e Métode de les seccions: Y | F' = ( sobre cada tros de 'armadura

4. METODE DELS TREBALLS VIRTUALS

e Cada punt del solid es desplaca virtualment 07;:

Condici6 d’equilibri:

Woge = S Fe2t . 57 = 0




Cinem atica .

1. Cinematica de la particula.
2. Descripci6 del moviment en referencies mobils.

3. Cinematica plana del solid rigid.
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1. CINEMATICA DE LA PARTICULA

1.1. Descripcio del moviment

e Sistema de referéncia (SR): O, {z,y, 2}.
e Vector de posicio : 7= OP = 7(t).

F(t) = )T+ y() T+ 2(H)k  [L]

trgectoria

<9 Ty

T (t+A1)
X X

e \elocitat mitjana: v,, = 2—? [L])[T]~!

e \/elocitat instantania:

G lim 2T 9 _dr. dy. dzp
T A0 At dt dt T a? T

e Acceleraci6 mitjana: @,, = ﬁ—f [L)[T] 2

e Acceleracio6 instantania:

. . AT dv  dvg, dv,_, dv,
a= 1i = 1+

Py vl i raChe i e e

o
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1.2. Components intrinseques del moviment

e ¥/, @ en components cartesianes:

—

a=azl+ ay)+ azk

o {uy, 1, }: base intrinseca o mobil — pla oscul.lador.

e ¥/, @ en components intrinseques:

U:Uﬁt
@l = y/ai + a3,

e Components intrinseques de l'acceleracio:

a dv a
t — 7.9 n — ~_
dt p

(p: radi de corbatura al punt P)
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e Casos particulars:
- p=00=—a, =0 (moviment rectilini)

’1)2

-p=R=ct = a, =" (moviment circular)

x* v =ct = a; = 0 (mov. circular uniforme)

*x v # ct => a; # 0 (mov. circular no uniforme)

1.3. Integraci6 de les equacions del moviment

Acceleracio nul.la

dF t
=4 F’(t)—f’(tzo):/ﬁdt:ﬁt
it ;

= YU — 220 — | mov. rectilini
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Acceleraci6 constant

d=—=c = U(t)=1up+ | adt=1vy+at
dt .
dr ! 1
i=2 = F(t)=F0+/?7dt:F0+17ot+—at2
dt . 2

—

® " — 7o sempre en el mateix pla = | moviment pla

e VX a=(Uyg+ at) x a= vy X a constant => | moviment pla

1.4. Casos particulars

Moviment rectilini

e Triem 'eix X com el del moviment: v = %, a = %

e Casos:

—a=a(t) —v :v0+fga(t)dt

_ — dv _ dvdxr _ dv
—e=a(z) —a=G = o = gV

v T ,02 ,02 x
/ vdv = / adr = — — 2= / a(z)dx
Vo o 2 2 o

- a = a(v)
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e Moviment rectilini uniformement accelerat:

a=ct — v =g + at

L 9
x:xo+vot+§at

v? = v3 + 2a(z — z0)

Moviment parabolic

e Moviment de cossos en la superficie terrestre:

a = g = ct = moviment pla

e Equacions del moviment:

vo + at

v

r =170+ Vot + §at

e Parametres del moviment:

y
Vo
, /4 0o =0V +YoJ
© Up = Vg cosBT+ vy sinf 7
a=-97J
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o

e Equacio de la trajectoria:
— Forma parametrica:
T = To + Vg cos Ot
, 1
Yy = Yo + vg sin Ot — §gt2
— Forma implicita: (zg = yg = 0)
y = tglx — %xQ = ax — bz?
2vg cos? 0
y
(X ¥
Vo
0
X
(X0)
<. v2 sin 26
e abast maxim: Ty = OT
_ 2wgsinf
tm = =,
lcad N . vgsin20 T
. Ug sin? 0
Ynh = 29
__ wvgsiné tm

ty, = 7 5
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Moviment circular

Op:R:ct:Nzn:%

- v=ct = a; =0, a, = ct = mov. circular uniforme

—~-v#ct=a; #0, a, #ct

e
ds
— ds _ pdf _
)
ds = Rd#
e velocitat angular: w = % [T 71
e vector velocitat angular:
Q:wﬁb, ﬁb: _)t Xﬁn
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e ¥ és el moment de & respecte de P:

T = vily = (WR) (@, X @) = (Rily) X wily = PO X &

—
—

e Relaciventreviw: PO = 7= |0v=wWXT

e acceleracio angular: @ = 42 [T]~2

.a:d—w:%d—v — at:Ra

e Moviment circular uniformement accelerat:

_ dw
===
df

1
w 7 - 0 + wo +2a

Q ct — w=wg+at

e Components intrinseques i radi de corbatura:

—

U= Uy, a= atﬁt + anﬁn

<

<l
Ql

<3
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Sistema de coordenades polars

y

T =17 cos 6

r | y=rsinf

e Base ortonormal polar:
Uy =cos 07 +sin 07

g = —sin 07+ cos 67

® U, i Uy No sobn constants:

dil,  di,do  do
G wd - a
dily dilgdd  do
dt  do dt  dt"

— . =

e 7, U i @ en components polars:

¥ =17
U= @ﬂ,’r + frd—eug
dt dt
a= (ﬁ—r<@)2> (0 +( d29+2@@) Ug
dt2 dt " dt? dt dt
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2. DESCRIPCIO DEL MOVIMENT EN REFERENCIES MOBILS

2.1. Transformacio de Galileu

e SR inercials: aquells que es desplacen a velocitat constant els uns
respecte els altres.

e Descripcidé de moviments des de dos SR inercials:

P
Z [ ] _
r -
? V — =/ - /
= r=7r"4+00
0[@) o 54 -
O =Vt
@)
y
X’
X
e g . .
r=r"+Vt transformacions de Galileu
v=0"+V llei de composicio de velocitats
a=a' principi de relativitat de Galileu

e Principi de relativitat de Galileu: les lleis de la mecanica son les

mateixes en tots els SR inercials.

o
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I'electromagnetisme)

y y
v X
X’
Z zZ
TR. GALILEU TR. LORENTZ

o =x— vt

y =y
2=z
t =1t

—> teoria de la relativitat d’Einstein

£Ul — r—uvt
\/1—v2/c2

y =Yy

2 =z

r t—vm/c2

Y=

~

e Pero aixo també ha de passar amb les altres lleis de la fisica! (e.g. amb




2.2. Sistemes de referencia en rotacio

SR fixe
SR mobil

e Relacio entre les velocitats:

—

T=0"4+0g+d x7’

e Relacio entre les acceleracions:
— -/ — — —/ — — —/ — —/
d=a +dp+axrm +dx (dx7)+20 XU

e Acceleracio de Coriolis: dgo = —2W X U’
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e Exemple 1: gravetat efectiva a la superficie terrestre:

Fl=0,7" =0 = d=a’ +ap

I
Q

e 8

= Jeff

e Exemple 2: efecte Coriolis a la superficie terrestre:

7l=0 = @=a +do+20 %7’

X

— Hemisferi nord: els mobils tendeixen a anar cap a la dreta.

— Hemisferi sud: els mobils tendeixen a anar cap a la esquerra.

o
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3. CINEMATICA PLANA DEL SOLID RIGID

3.1. Condicions de rigidesa

e Solid rigid: sistema de particules on la distancia entre dues particules
gualsevols és sempre la mateixa.

e Condicio geometrica de rigidesa:

?j Fi—Fj|:Ct
y
X
e Condicio cinematica de rigidesa:
d, o, o o L d, .,
oy (Ti = 73) - (T = 7)) = 273 = 75) - (75 = 7) = 0
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3.2. Moviment de trasl.lacio

e Definicid 1: moviment en el qual tot segment definit per dos punts

qualsevols del solid rigid manté la direccié constant.

e Definicié 2: moviment en el qual totes les particules del solid rigid tenen

la mateixa velocitat — velocitat de trasl.lacio del solid rigid.

e El moviment de trasl.laci6é no té per que ser rectilini:
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3.3. Moviment de rotacio

e Moviment en el qual totes les particules del solid rigid descriuen una

trajectoria circular entorn del mateix eix:

e Rigidesa = totes les particules del solid rigid tenen la mateixa

velocitat angular — velocitat angular del solid rigid.

—

v=wxr=P0Oxu&

~
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3.4. Distribucio de velocitats en el solid rigid

e Tot moviment pla pot descomposar-se en una trasl.laci6 més una
rotacio.

B’

B,
|
¢

B,

mov. pla rotacio

e Llei de distribucio de velocitats:

77B:rl7A+77B/A — |Up=Uas+ W X AB
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3.5. Centre instantani de rotacio

e Definim un punt C al pla de moviment del solid rigid segons:

iuzﬁxdﬁ—wm:wWM—%d:wﬁzéf

e Tot punt del solid rigid efectGia un moviment de rotaci6 al voltant de C:

Tp =TG4+ G X AB=0x CA+Gx AB=3G x CB

e C: centre instantani de rotacio (CIR) del solid rigid.

e Si el CIR és un punt del solid rigid, té velocitat nul.la.

o
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e Exemple: moviment de rodadura.

— Relaci6 vg, w?.

— CIR de la roda: punt de contacte amb el terra.

2R

— Relaci6 entre vg i w:

vo = wWwR
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3.6. Distribucio d’acceleracions en el solid rigid

e Llei de distribucio d’acceleracions:

U = Ua+wW X AB




N

o a0~ W

Dinamica de la particula I

Introducci6. Lleis de Newton.

Quantitat de moviment i impuls lineal.
Moment cinétic i impuls angular.
Sistemes no inercials. Forces d’inercia.
Moviments interdependents.

Treball i energia.

. Forces centrals.

Gravitacio.
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1. INTRODUCCIO. LLEIS DE NEWTON

e Cinematica — descripcid del moviment —> acceleracions

Dinamica — causes del moviment — forces

e Diagrama de solid lliure:

N E N E

Lleis de Newton

e lallei (principi de inercia): tot cos en repos o amb moviment uniforme
continuara en aquest estat mentre la resultant de les forces que actuen

sobre ell sigui nul.la.

e 2ona llei: el conjunt de les forces que actien sobre un cos provoquen

una acceleracibé directament proporcional a la seva resultant

F=ma




* Constant de proporcionalitat (m) — massa de |'objecte
m — [M] = F — [MLT™?

e 3a llei (principi d’accio-reaccio): tot cos que fa una forca sobre un altre
(accid), rep una forca d’'igual modul i direccid pero de sentit contrari

(reacci0), feta per I'altre cos sobre ell.

e Problema de la dinamica:

— d?r
F=ma=m
dt?

~
%

—
~

~—

e Exemple: cos lliscant per un pla inclinat:

N =P, = Pcos#
P, —F,.=Psinf — ugN = ma

/
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2. QUANTITAT DE MOVIMENT | IMPULS LINEAL

1.25

1.00 -

0.75

F(N)

0.50

0.25

0.00 Il Il Il Il Il
0 10 20 30 40 50 60

t(s)
e Impuls lineal:
— t2 —
7 / F(t) dt
t1
e Quantitat de moviment (0 moment lineal):

- 2 dy
1= m—v dt = / mdv = muvs — mu;

—

ﬁ:mﬁ' — I:ﬁg—ﬁl [MLT_I]

e 20na. llei de Newton en terms de p:
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3. MOMENT CINETIC | IMPULS ANGULAR

e Moment cinétic (0 moment angular):

e Variacio temporal de L:

dL UX P+ T X p
— = -
dt P ¢

e Impuls angular:
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4. SISTEMES NO INERCIALS. FORCES D’'INERCIA

—

® 20na. llei de Newton — F' = ma
_F no depen del SR.
— @ depén del SR (si és no inercial)

= les lleis de Newton no son valides en SR no inercials.

e "20na. llei de Newton” per un SR no inercial:

forca d'inércia

=7 4 7
v=0"+1,
i=a' +d,
F =ma=ma' +ma
= F—mdy=ma = F4+F

3
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e Exemple 1: camib accelerant

do

%—

Fi F; = —mayg

O O

e Exemple 2: ascensor pujant amb acceleracio

T Tao T — P =mayg des del terra
T — P—mag =0 desdel'ascensor

e Exemple 3: cos en moviment circular

3

e h v
/ T T m-— des del terra
1 \ V — (forca centripeta)

N

) T—m%:0 des del cos
— (forca centrifuga)
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e Exemple 4: péndol en un SR no inercial

Tcosd —P =0
T sin 6 = may
(des del terra)

F V8

@

@

e Exemple 5: la terra

z

Tcos —P =0
Tsinf+ F; =0, F; =—mag

(des del camio)
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5. MOVIMENTS INTERDEPENDENTS

X
T B
T 0.y
T T
T
Al
P
B
A

e Llei de Newton per Ai B:
Pis—T =maayu
PB — 2T = mpap

e Falta una equacio (tenim 3 incognites: T, a4 i apB).

e La corda que uneix A amb el sostre ha de mantenir constant la seva
longitud L:

L=(xpg—x0)+7r+(xrp—x9)+7R+2x5="Ct

—|agq = —2ap




6. TREBALL | ENERGIA

e Sila forca és constant mentre es produeix el desplacament A7, es

defineix el treball com:

W =F.AF (M L2T—2]

e Casos particulars:
_FLAFP = W =0 (minima efectivitat)
~ F||A7 = W = FAr (maxima efectivitat)

72
WZ/ F -dr
71

P = d—‘f —F.7 (M L2773

e Sila forca no és constant:

e Potencia:
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o

~

e Forca conservativa: aquella per la qual el treball realitzat per anar d’un

punt a un altre no depén del cami recorregut:
F2 — F2 —
/ F.di= / F.dr
7 (1) ™ (IT)

— de forca conservativa: pes

e Exemples:

1
]
hi |p
0 2
[H = 1
d
— de for¢ca no conservativa: fregament
0
| I
FE AX
Bt ]
1 2
d

e Forces conservatives: gravitatoria, eléctrica, elastica,...

e Forces no conservatives: magnetica, fregament,...
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e Teorema del treball-energia:

1 1
W = ?rm)% — ?nwf

— Energia cinetica:

1
T = §mv2 [ML*T~?]

— |Wine =T -1}

e Sila forca és conservativa:

— Energia potencial:

—

— W1_>2:/ ﬁ'd’f_":—(UQ—Ul)
T
e Exemples d’energia potencial:
— Energia potencial gravitatoria: U = mgh.

— Energia potencial elastica: U = %kx?
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e Principi de conservaci6 de I'energia mecanica

(quan totes les forces que fan treball sdn conservatives):

W=T,—T =—(Us—U1)

— |17 +U; =15+ Uy = FE| energia mecanica

e Teorema generalitzat del treball-energia

(quan hi ha forces no conservatives que fan treball):

W=T,—T1 =—Us—U1) + Wpe

— T1+U1+Wnc:T2+U2

e Llei de conservacio de I'energia: I'energia no es crea ni es destrueix,
nomes es transforma.
— Tipus d’energia: gravitatoria, termica, quimica, eléctrica, magnetica,

elastica,...
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o

e Diagrames d’energia potencial (en 1 dimensio):

U(x) — U(zo) = —/m Fz)de < F(z) = —‘;—Z

— Punts d’equilibri:
* A: equilibri inestable
* B: equilibri estable

* C: equilibri indiferent

X

e Analisidel moviment: E =T + U, T = %va > 0

U(x)

Xmin X max X
- T > Tmaz = U > F =T <0 = impossible

— = Tmazr > U = Upmaz =T =0 = puntde retorn
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7. FORCES CENTRALS

F(7) = F(r) @,
O: centre de forces

o 7 radi vector
urlj\//
0] Ur2

e Tota forca central és conservativa:

:
!

\\v

®0

e El moment cinétic respecte al centre de forces es conserva:
F||f = Ly=ct

— la trajectoria és plana.

— la velocitat d’escombrada del radi vector és constant:

dA 1|, df| L

_— = — X—:—:t
dat 2| " T at| T om €




4 N

8. GRAVITACIO

e Llei de la gravitacio universal: F = —G%ﬂ}

e La forca de gravitacio és central, i per tant conservativa. Podem definir

una energia potencial gravitatoria:

e Aproximacio de Ug a prop de la superficie terrestre:

2
“h

ro —r1 = h < Rt

1 1 M
Ugy(rg) = Uy(r1) = —GMm (— — —> ~ C;—th
T

= |Ug(h) =mgh| g¢g= %ﬁ/" acceleracio de la gravetat
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e Lleis de Kepler:
— Els planetes descriuen orbites el.liptiques al voltant del sol, que és

un dels focus de l'el.lipse.

— La velocitat areolar del planetes és constant.

— Els periodes 717 i T5 de dos planetes que descriuen orbites al voltant

del sol amb semieixos majors a1 i as es relacionen mitjangant:

2 2
7 _ 13
3 — 3
ay Qg

e Energia potencial efectiva:

7o %mqﬂ _GMm _ 1, L?  GMm

1
= F = §mv? + Ueff(T), Ueff(’l“) = —
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e Diagrama d’energia:

U gt

— FE > 0: orbita hiperbolica
— FE = 0: orbita parabolica
— E < 0: orbita el.liptica

— F = FE,,;,: orbita circular

E<O =0 E>O0

e Velocitat d’escape:

E=0= %mv2—GMTm:O = ve:\/QGTM

A la superficie de la terra v, = 11.2 km/s.

o
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Dinamica dels sistemes de particules I

Centre de massa.

Quantitat de moviment d’un sistema de particules.
Moment angular d’'un sistema de particules.
Treball i energia.

Xocs.
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1. CENTRE DE MASSA

e Sistema de particules: {m;,7;}, i=1,...,N.

e Centre de massa:

y
Tem = 57 | wdm
dm 1 L M L
u %X :M fO .’Efdill'—g
a L
X dx

z

Tem = Yem = 0
Zom = ﬁ [ zdm

= fz1/3 rRdV =
dv = p B2 g,
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. QUANTITAT DE MOVIMENT D’UN SISTEMA DE PARTICULES

e Definicio: p=)_,mU

e Variacio temporal de p:

%—Zz‘mz dt —Zin—Fe:z:t — Fewt—ﬂ

e Llei de conservacib de la quantitat de moviment:

—

F..t =0 < p = const.
e En termes del centre de massa:

- Z m;r; - Z m;v; - Z m;a;
— 1 . —_ 1 . — 1
Tcm - M 9 /Ucm - M 9 acm - M

—

= d; S -
= Fegt =), mi"gt = Macy, = | Fogt = Macn,

e Quantitat de moviment respecte al centre de massa:

oo pl=>mv;’
| _° ) - Zq, mz(ﬁz Ucm) =0
rCM
y .y
— |p =0

~




3. MOMENT ANGULAR D'UN SISTEMA DE PARTICULES

e Moment angular d’un SP respecte a un punt O:

LO = Zz r; X mM;v;

e Variacio temporal de Lo:

dLo __ — dy; __ nrext . Text _ dLo

e Llei de conservacié del moment angular:

MO =0 << Eo = const.

e Relacio entre moments respecte a dos punts:

Za:t — ngt —|—AB % Fea:t
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4. TREBALL | ENERGIA

e Teorema del treball-energia: W = AT
treball total W=> Wpr=>, Fy - A7

energia cinéticatotal 7=, T, = >, 3myv3

e Llei de conservacio de I'energia mecanica:

F!™ Fe*t conservatives Vi = E =T + U = const

essentU = ). U;.

e En termes del centre de massa:

° 1 2
M cM, T =73 3mv;
r 1 = — 2
1 J— .
?° - Zz §mz (%) + 'Ucm)
CcM
’ — T =3iMv2 +T'
- 92 cm
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5. XOCS

e X'operfectament elastic (en una dimensio):
p const = Myv1 + Moy = M1v] + Mov)
1 2 1 2

2, 1 _ 2 1
E const = Smyvi + 5mavy = 5Mv” + 5Mavs

—> m1(v; — v]) = ma(vy — v3)
(v1 —v3) = —(v1 —v2)
e X'ono elastic:
(v] —vy) = —e(vy —v2), 0<e<1
e: coeficient de restitucio.
— e = 1: x‘operfectament elastic.

— e = 0: x‘operfectament inelastic:
— ! 0 ] _ /
e=0 = v =05 =0 = miv; +mave = (M1 + mo)v

@ Xocs oblicus en dos dimensions:
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Dinamica plana del solid rigid I

Rotacio entorn d’un eix fixe.

Calcul de moments d’inércia. Teorema de Steiner.
Equacions del moviment pla d’un solid rigid.
Treball i energia.

Percussio.




. ROTACIO ENTORN D’UN EIX FIXE.

o]l
I
i
+
s

7

v =wr; — L, = (Zmi’r?)w:fw
i

e Moment d’inercia:

I=>.mr? I=[r*dm

e Radi de gir:

I
I=md®> — d=+/—
m
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2. CALCUL DE MOMENTS D’INERCIA

e Exemple 1: barra homogenia de longitud L i massa M.

y
dm
L/2 Ry,
[ | | —
H
X dx

I=[2*dm

L/2 M 1
= _L/2£C2 T dr = EML2

e Exemple 2: cilindre de massa M iradi R.

|
\‘K

R z
%@r dr

X

I=[r?dm
= [r? 25 dV = L MR?

dV = 2nrhdr

e Teorema de Steiner (per un solid pla):

eix degir:(e

&

O

Io =Y, mr?
— Zz mz("?z, + 'ch)Q

— | Ip = I, + Md?
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e Exemple 3: moment d’inércia d’una barra homogeénia de longitud L i

massa M respecte a un eix que és perpendicular a la barra i passa per

un dels seus extrems.

L/2

I = Iem + M ()" = 1M 12

e Exemple 4: moment d’inércia d’un cilindre de massa M iradi R

respecte a un eix paral.lel al seu eix de simetria i que passa per la seva

periferia.

s

O JCM

Io = Iy + MR? = 3 MR?




3. EQUACIONS DEL MOVIMENT PLA D’UN SOLID RIGID

e Per la trasl.lacio:

Hext _ -
Fe*' = Mac,,

e Per la rotacio:

L,=1Iw = | Mg =222 = Ija

on Q =CIR o CM.

e Equacions del moviment pla:
Y Fet = Macm,a
Y FE = Magm,y
> Mgt =Iqgo
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4. TREBALL | ENERGIA

e En un solid rigid, el treball de les forces interiors és nul:

7=l =ct = Y Fi" A =0 = W =W =AT
k

e Energia cinetica d'un solid rigid:
T = Z Emivz- = Z §mi(’UO + w X 7"7:)
(] 1

si O és un punt fixe (CIR) o el centre de massa:

1 1 1 1
T= Moo+ D qmil@x i)t =g Mg+ ) gmarie”

— Respecte al centre de massa: trasl.lacio + rotacio

1 1
T =-Mv2 + ~I,w
2 2

— Respecte a un eix fixe 0 al CIR: nomes rotacio

1

T = - Iow”
g O
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5. PERCUSSIO

e Percussio: forca impulsiva aplicada sobre un solid rigid durant un

interval breu de temps.

e Centre de percussio: punt del solid no afectat per la percussio.

_ Apem _ FAt
F— p :>vcm_—

At M
. ! _ ALem _ FAth




Elasticitat .

. El solid real.
. Deformacions sota esforcos normals.
. Deformacions sota esforcos tangents.

. Energia elastica.
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1. EL SOLID REAL.
e Esfor¢ normal: forca per unitat d’area feta perpendicularment a una

seccid donada d’un solid.

e Deformacio unitaria longitudinal: variacio relativa de la longitud del cos

en la direccio de I'esfor¢ normal.

I
Al ¢p=5 [ML'T?
F - F e = Al
- R{ ‘ e l
S
e |'esfor¢ pot variar al llarg del cos:
) G L.
F X+AX[[ E
(U | S EHAE
XT F=F(x)
_ F(z) _ o AL dg
)= =g = = i T @
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e Corba de resposta ¢(&) d’un solid tipic:

¢

A: limit de proporcionalitat
B: limit elastic

C: limit de fractura

O

€

e Zona OB: comportament elastic

¢

PYss]

Ye!

zona OB gran — material elastic

zona OB petita — material plastic

€

e Zona BC: comportament plastic (histéresi elastica)

Yo}

zona BC gran — material ddctil

zona BC petita — material fragil

deformacio
permanent

e Zona OA: comportament proporcional

— Llei de Hooke:

¢ = Ve (Y: modul de Young)




-

2. DEFORMACIONS SOTA ESFORCOS NORMALS.

e Deformacions longitudinals.

— Traccio:
. | +A | . 0 0
‘ ‘ €
— -~ >0, ¢>
— ¢ = YVe
— Contraccio:
| +A | Al <0 0
N . — £
F?\ < F < <Y
| — ¢ — yé‘
e Deformacions transversals.
Q ””” e J Ad
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, | Et - —
4 dead d

— La relacio entre €; i € €s una constant del material:

o=—= coeficient de Poisson
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e Deformacions volumetriques:

S — €z

_ Pz _0'(¢y +¢2)
o Yy

,,,,,,,,,

— Variacio de volum:

AV 1— 20

7:5m+5y+5z: Y (¢x+¢y+¢z)
— Compressio uniforme: ¢z = ¢y = ¢, = —P
A _
AV _ _30-29)
Vv Yy
— Modul de compressibilitat:
A 1
AV 1, gl Y
%4 B 3(1 —20)

— Maxim valor del coeficient de Poisson:
B>0 = o< %
— Limit de solid rigid:
Yy —00, 0—0, B—
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3. DEFORMACIONS SOTA ESFORCOS TANGENTS.

e Esforc tangent: el paral.lel a la superficie sobre la que actia.

e Cisellament:

d)t:GOZ

— Modul de rigidesa: G = ﬁ

e Torsio:

— T: constant de torsio

_ T R*
T=GG 50

per un fil cilindric.




4. ENERGIA ELASTICA.

e Energia per traccio:

F
=Y

¢ =Y = g

i
L
Al
1
AUz/sz/ Fd:cz—y—S(Al)2

e Energia per torsio:

M=10 — rF=r10

)
AU:/dW:/ Frd9:%7'92
0
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Estatica de fluids '

Propietats dels fluids.

Pressio en un fluid.

Equilibri d’'un fluid en un camp gravitatori.
Principi de Pascal.

Principi d’Arquimedes.
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1. PROPIETATS DELS FLUIDS.

e Estats d’agregacio de la materia: solid, liquid i gas.

e En termes de l'atracci6 intermolecular i la posicié de les moléecules:

SOLID

volum propi
forma propia

LIQUID

volum propi
forma adaptable

— Solid: atraccio forta - posicions aprox. fixes

— Gas: atracci6 feble - moviment aprox. lliure

e En termes del modul de rigidesa:

— Solids: modul de rigidesa gran.

— Fluids: modul de rigidesa molt petit.

GAS

— Liquid: atraccio intermitja - separacio aprox. fixa

e Fluids perfectes: modul de rigidesa identicament nul.

o

volum adaptable
forma adaptable
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2. PRESSIO EN UN FLUID.

dsf\dlz P =g

e P esta ben definida (no depén de la orientacié de d.S):

ds
PAS az
ay

— Condicio d’equilibri estatic:

SEF=0
P, AS; — PAScosa; =0
P,ASy — PAScosa, =0

— Per h — 0, i donat que AA%' = CcOoS ¢y,

o

P,=P, =P, =P V(0g,ayq,)

e En un fluid perfecte en equilibri no poden haber-hi esfor¢cos tangents.

p=2%2  densitat [ML™?]
o= pressio  [ML7IT—?]

P,AS, — PAScosa, — 1,ohASzg =0

~
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3. EQUILIBRI D’UN FLUID EN UN CAMP GRAVITATORI.

% R
R Py
ET, T
Ay
B B | Pes

e Fluid en equilibic S F =0

P,=P;, P,=P,, P,=P,+pgAz = |dp= —pgdz

z

e Casos particulars:

— Fluid incompressible: p = const.

h$'2 P = Py = Py + pgh

— Fluid compressible: p # const.

Atmosfera: p=ppe P? = P = pog e—Bz

e Principi dels tubs comunicants:
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® Instruments per mesurar la pressio:

— Manometres:

* de tub tancat

() buit
- o gas problema

. pe—ra— [P

* de tub obert

Tm gas problema
. Pg =Py => P = Pun+pgh
' L ——————— P P — Potm = pgh

(P — P,4,,: pressio manométrica)

— Barometres:
* de Torricelli
M buit
|| mercuri
- J
A B( Py=Pp = Patm:pgh
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4. PRINCIPI DE PASCAL.

e Per un fluid incompressible:

l R

P():O i PB:PA—I—pgh

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Py#0 = Pp=(Ps+Py)+pgh=Pp+ P

e Principi de Pascal: en un fluid incompressible en equilibri estatic, la

pressio es transmet per igual a tots els seus punts.

e Aplicacio: premsa hidraulica.

F M
Sl SZ

S1 << 8y = F << Mg
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5. PRINCIPI D’ARQUIMEDES.

TErw e
0
N

Wy

m

e E: empenta d’Arquimedes.

e Principi d’Arquimedes: 'empenta és igual al pes del fluid desallotjat.

e Criteri de flotacio:

E

E=pVyg
{ P=p.Vy

P

— pc>p — P >FE — elcoss’enfonsa.
— p.=p — P =FE — elcosflota.

— p.<p — P < E = elcos puja.

o




e Flotacio parcial:

e Punt d’aplicacid de 'empenta: centroide de la part submergida.

e Exemple: flotacid d'un vaixell.
E
EF
P

G: centre de gravetat del vaixell

P P

S: centre de gravetat de la part submergida
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Dinamica de fluids .

Moviment d’un fluid.
Equaci6 de continuitat.
Equacié de Bernouilli.
Llei de Torricelli.

Flux viscos.




-

1. MOVIMENT D’UN FLUID.

e Descripcions del moviment d’un fluid.
— Descripci6 de Lagrange: particules fluides.

— Descripcio d’Euler: ¥(x,y, 2, t), P(z,y, 2,t), p(x,y, 2, t).

e Tipus de fluxos:
— Segons les propietats dels camps ¥, P, i p:
* Flux estacionari: ¥(z,y, 2), P(x,y, 2), p(z,y, 2).
% Flux uniforme: ¥/(t).
* Flux incompressible: p(x,y, z,t) = p = const.
— Segons el comportament de lamines de fluid:
* Flux laminar: les lamines no es barregen.
* Flux turbulent: les lamines es barregen.
— Segons la velocitat angular del fluid.
* Flux rotacional: vel. angular no nul.la.
* Flux irrotacional: vel. angular nul.la.
— Segons el modul de rigidesa:

* Flux ideal: G = 0.
* Flux viscos: G # 0.
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e Descripci6 grafica:

linia de corrent tub de corrent

e Caracteritzacio del moviment d’un fluid.

— Flux: massa de fluid que travessa una superficie per unitat de temps.

ds
@ %edsi dV =vdtdS’ =vdtdS cosf
= - dS dt
v dt

dp = 4™ = pi-dS = |p= [; p¥-dS| [MT™]

— Cabal: volum de fluid que travessa la superficie per unitat de temps.

Q=Y =7.dS = |Q= [, 7-dS| [L*T]

(Flux incompressible: ¢ = pQ).
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2. EQUACIO DE CONTINUITAT.

dS

SV

dS

Py

$1 = P2 = | p1v1dS1 = pav2dS2

e Casos particulars:

— Flux incompressible (p1 = p2)
v1 dS1 = V2 dSs
— Flux ideal (v constant a \S)
p1 V151 = p2v2S2

— Flux ideal i incompressible:

V1 51 = V2 52
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3. EQUACIO DE BERNOUILLI.

e Treball realitzat per les forces de pressio Py i Ps:

P, P
dW = P, dS; dl; — Py dSo dly = (—1 _ —2> dm
P1 P2

e Increment d’energia mecanica:

1
dE:dmg(22—zl)—|—§dm(v§—v%)

e Teorema del treball-energia:

P 1 P 1
dW =dF — —1+gz1+—v%:—2+gzz+—’ug
P1 2 2 2

— P—I—pgz—I—%pv2 = const

e Validesa:

— Punts pertanyents a la mateixa linia de corrent.

— Tots els punts d’un flux irrotacional.

o
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e Aplicacions de I'equaci6 de Bernouilli:

— Polvoritzador:

B
A PA:PC:Patm

| Pc = Pg + 5 pv}

Pp < P4 = P,,, = elliquid puja pel tub.
— Tub de Venturi:

S
pavd

¢/

- Py = Po = Py,
U P ‘i‘l 2—P 1 2
A ctapvl =LB+35p03

S,
B

Sy < ST = vy >v; = Pp < Py = elliquid puja.

— Tub de Pitot:
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4. LLEI DE TORRICELLI.

e Aplicaci6 de I'eq. de Bernouilli:

pgz=pgz+;

seccid Sy de lorifici.

— Coeficient de contraccio: C, = %

e Diposit obert: P = Py = Pyyp,.

e 51 >> 85 — v << vy = flux quasi estacionari.

pvi =

va =+/2gh

e La seccid S, del tub de corrent a l'orifici de sortida no coincideix amd la
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5. FLUX VISCOS.

e Fluid viscos (G # 0) => existeix friccio entre capes adjacents de fluid

dF dv

as ~ Tay

n: coeficient de viscositat [M L~1T1]

e Perfil de velocitats d'un flux viscos:

puntsd'igual velocitat

o Llei de Poiseuille:

= [(7-d8 = |Q=Z& (P- P




e Perdua de carrega en un tub:

81 Q

P =P-—
m R4

[

e Flux turbulent: el flux laminar d’un flux viscos deixa de ser estable a

velocitats grans.

Condici6 critica: R = %‘l’) > 2400 (R: nombre de Reynolds).

e Resistencia d’un fluid al moviment d’un cos:

— Velocitats petites: resisténcia viscosa (capa limit).

F,. = 6mnav (llei de Stokes)

— Velocitats grans: resisténcia hidraulica.

F,=K2 A

A
|

Ki> Ky > Kg, Ki1 ~100K3




