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1. Algebra y analisis vectorial

Sean dos vectores, U = ai + bj—i— CE, un vector unitario cuyas componentes cumplen: a/b = 2/3;
b/c=3/4,y @ = 29(i+j+Fk). a) Determinar el vector producto vectorial de ambos, = 7 x 7,
y el dngulo 6 que forman. b) Hallar también la ecuacién cartesiana del plano determinado por los
vectores Uy @ y que pasa por el punto Q(1,—2, —1), asi como el vector unitario i, perpendicular
a dicho plano.

SOLUCION
(a) cos(f) = \/%
(b) x—-2y+2—-4=0
(C) Un = (i—\2/j6+k)

Un campo escalar viene dado por la ecuacion:
U=ax®+y?+ 2% - 2xyz

Determinar: a) el gradiente del campo en el punto P(1,1,2); b) la derivada direccional del campo
en el mismo punto segin la direccién que va hacia el origen; y c) el maximo valor de la derivada
direccional en (1,1,2)

SOLUCION

(a) grad U(1,1,2) = —2i — 2j + 2k.
(b) O
(© V2

Sea el campo de escalares que asocia a cada punto su distancia al origen de coordenadas. De-
terminar: a) las superficies equiescalares; b) la superficie equiescalar que pasa por (1,1,1); ¢) el
gradiente en (1,1,1).

SOLUCION

(a)  Esferas centradas en el origen de ecuacién: x2 + y* + 22 = C
(b)  La superficie es: 22 +y* + 22 = 3.

(¢) grad U(LLl)zMﬁ.

3

o

Sea la superficie 22 4+ 3zyz + 23 — 5 = 0. Determinar la ecuacién del plano tangente a dicha
superficie en el punto punto (1,1,1)

SOLUCION
5r4+3y+62—14=0
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Hallar la divergencia y el rotacional del campo:
E = xzcos(2)i +yIn(z)] — 22"k

en el punto (1,2,0).
SOLUCION
divE(1,2,1) =1
rotE£(1,2,1) = 2k

Calcular la circulacién del campo: E = ﬁ; a lo largo de los caminos: a) ABC; b) ADC y ¢)
AC, que conducen de A a C y que estdn indicados en la figura.
y
SOLUCION
i B c (a) In6/5
(b) 1In3/2

A A (¢) In4/3
1 wf—f—f————A‘ > ‘D

l l X

2

La curva AC es un arco de parabola de la forma
y = ax?

Calcular la circulacién del campo:

E = 2zyi+ (2® — 22)j — 322k
entre los puntos A (0,0,0) y B (2,1,3) siguiendo la curva:

r =2t y=1t z = 3t%;

SOLUCION

C = -1615/35
Calcular el trabajo efectuado por una particula que se mueve describiendo un arco de hélice de
ecuaciones paramétricas x = cost,y = sint,z = ¢, entre los puntos A(1,0,0) y B(—1,0,7), si
estd sometida a una fuerza cuyo médulo vale F(z,y,z) = xy + 22, es tangente en cada punto a
la trayectoria, y su sentido es de A a B.

SOLUCION
W =+2n%/3

Una particula recorre un circulo de radio 5 y centro en el punto (0,0,3). El circulo esta contenido
en el plano z = 3. En el espacio hay el campo de fuerzas:

F=0Qu+y—22)i+ 2z —4y+22)j+ (z — 2y — 22k
Hallar la circulacién del campo a lo largo del circulo.

SOLUCION
257.
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Hallar los valores de las constantes a, b y ¢ para los que el campo vectorial:
E = (z+42y+az2)i+ (b — 3y — 2)j + (4z + cy + 22)k

es conservativo.
SOLUCION
a=4, b=2y c=-1

Sea: E = ay(y? — 322)f—i— 3az(y? — 32)3— 6axyz/§. Demostrar que el campo E es conservativo y
hallar la funcién V(x,y,z) tal que: E = gradV, tomando V(0,0,0) = 0.
SOLUCION

V(x,y,z) = avy(y® — 32%)
Hallar el flujo del campo vectorial E = (22— xQ)E, a través del cubo de lado unidad y de aristas
en los ejes: a) directamente a partir de la definicién de flujo y b) aplicando el teorema de la
divergencia.

SOLUCION
d=1

Hallar el flujo del campo de vectores de posicién a través de la superficie de un cilindro de radio
R y altura h, cuyo eje coincide con el eje z y se halla centrado en el origen de coordenadas a)
directamente por integracién, y b) aplicando el teorema de la divergencia.

SOLUCION
O =2dp + Pc = 37R%A
Sea E = zi + zj — 3yzE. Hallar el flujo de E a través de la superficie cerrada definida por la

porcion del cilindro de generatriz paralela al eje Z, centrado en el origen, radio R=4 y situado
en el primer octante entre z=0 y z=5, y los propios planos coordenados x=0 y y=0.

SOLUCION
o = -320

Hallar el flujo del campo vectorial: E = zi+ :cyj+ xyzE a través de la esfera de radio 2, centrada
en el origen, aplicando el teorema de la divergencia.

SOLUCION
® =327/3

Hallar el valor de la divergencia del campo:
E = 2% — 2y;'—|— x2k

en el origen (0,0,0) aplicando la definicién de divergencia como limite. Aplicarlo a un cubo de
lado a centrado en el origen y de aristas paralelas a los ejes.
SOLUCION

divE ] 0.0) = 2-
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Hallar el flujo del rotacional del campo vectorial E:
E = —yz_"+ azj + k
a través de la mitad superior de la esfera de radio unidad centrada en el origen: a) por integracién
directa, y b) aplicando el teorema de Stokes.
SOLUCION
® = 27 R?

Sea el campo E = SyZ— xzf—k yzQE. Hallar el flujo del rotacional del campo E a través de la
superficie S del paraboloide: 22 + y? = 2z, limitado por el plano z = 2: a) directamente, y b)
aplicando el teorema de Stokes.
SOLUCION

® =207

Calcular la integral de volumen:

/ zdV
v

en la que el volumen V se extiende a la mitad superior de una esfera de radio R centrada en el
origen. Sugerencia: Utilice coordenadas cilindricas.

SOLUCION

TR*
4

Calcular la integral de volumen:

/ rdV
1%

en la que la integral se extiende a la mitad superior de una esfera de radio R centrada en el
origen. Sugerencia: Utilice coordenadas esféricas.

SOLUCION

TR
2

Calcular la carga eléctrica total que contiene un volumen cilindrico de radio R y altura H, cuya
densidad de carga estd dada por la funcién que se expresa en coordenadas cilindricas:

pP=—
r

SOLUCION
2rKHR

Calcular la carga eléctrica total que contiene un volumen esférico de radio R, cuya densidad de
carga estd dada por la funcién que se expresa en coordenadas esféricas:

p = pl  0<r<a
a
a

p = po— a<r<R
r

donde 0 < a < R es cierta constante
SOLUCION
7po(2aR? — a?)
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2. Electrostatica

Cargas puntuales

Supongamos que la carga del electrén fuera un 0.1% mayor que la del protén (+e). Calcular
cuanto valdria, bajo esta suposicion, la fuerza repulsiva F entre dos gotas esféricas de agua, de
masa m=1 g cada una, separadas una distancia d=1 m.

SOLUCION
F=26x10"N

Se dispone de tres bolitas conductoras iguales que designamos por A, B y C. Las dos primeras se
hallan fijas, distan 1.0 m y estdn cargadas negativamente, siendo la carga de A ocho veces la de
B. Mediante pinzas aislantes cogemos la C, inicialmente descargada, y la ponemos en contacto
primero con la A, después con la B, y la dejamos entre A y B. Determinar la distancia = a la
que queda la bola C de la A en la situacion final de equilibrio.

SOLUCION
@ = 10=YI60 — 0,558 m

Dos péndulos iguales, formados cada uno de ellos por un hilo aislante de una longitud 1=25 c¢m
que termina en una esfera conductora de m=1.30 g de masa, estan colgados de un mismo punto
del techo. Las dos esferas estdn inicialmente descargadas y en contacto. Otra esfera igual a
las anteriores, cargada con una carga Q desconocida, contacta con una de las dos primeras de
manera que los péndulos quedan formando un angulo § = 30°. Determinar la carga Q de la
ultima esfera.

SOLUCION
Q =0.23uC

Un péndulo esta formado por una esfera metdlica de m= 1.5 g de masa, colgada de un hilo
aislante de masa despreciable y de 1= 103 cm de longitud. La esfera se carga con una carga
q = 2.40210~® C y seguidamente se hace oscilar el péndulo en el seno de un campo eléctrico
vertical uniforme E dirigido de arriba hacia abajo. En estas condiciones se mide el periodo de
oscilacién del péndulo y se obtiene T = 1.796 s. Posteriormente, se le hace oscilar de nuevo pero
en el seno de un campo de igual magnitud, pero sentido opuesto, obteniéndose ahora un periodo
de T = 2.303 s. ;, Cuanto valen el campo eléctrico E aplicado y la aceleracién g de la gravedad?.

SOLUCION
g=10.13m/s E =150 kV/m

Segin el modelo atémico de Bohr, el atémo de hidrégeno en su estado fundamental estd cons-
tituido por un protéon y un electrén moviéndose en una érbita circular cuyo radio tiene un
valor conocido como “radio de Bohr”, a. A partir de los valores de las masas y cargas de esas
particulas, determinar: a) la velocidad v con que se mueve el electrén en su érbita; b) el campo
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eléctrico E a que estd sometido y c) el cociente entre la fuerza electrostatica y la gravitatoria a
que estan sometidas ambas particulas.

SOLUCION

(a)  ©v=219x10%m/s

(b)  E=5.15x10" V/m

(c) g =2.27 x 10%
Dos cargas puntiformes iguales de valor q estan separadas una distancia 2a. Una carga -q,
de masa m, estd girando alrededor del eje determinado por las dos cargas, describiendo una
circunferencia de radio R situada en el plano medio del segmento. Determinar la velocidad
angular w de dicha carga.

SOLUCION

w2

2

= 2mregm(a2+R2)3/2

Cuatro cargas puntuales de 100 uC se hallan sobre los vértices de un cuadrado de 10 m de lado.
Calcular la fuerza que experimenta una carga de —50 uC que se halla situada directamente sobre
el punto medio del cuadrado a 5 m de altura sobre el plano del mismo.

SOLUCION
1.385 N, dirigida hacia el plano del cuadrado

Dos iones de carga +Ze estan separados una distancia 2a (grande frente a las dimensiones de los
iones). En la mediatriz del segmento que los une, y a una distancia pequena de su punto medio
x << a, colocamos un electrén de carga -e y masa m. Hallar su ecuacién de movimiento x(t).

SOLUCION

El electrén describird un movimiento armdénico (aproximadamente) simple, de ecuacién z(t) =

Acos(wt + ¢), en la que w = /k/m, con:

Ze?
2megal

A v ¢ son dos constantes que dependen de las condiciones iniciales.

Un electrén, de cociente carga-masa e/m, entra en un campo eléctrico uniforme E, vertical y
dirigido hacia abajo, con una velocidad inicial v. Este campo esta creado por dos placas paralelas
horizontales cargadas (ver figura) de longitud l. Si a una distancia d del extremo de las placas se
coloca una pantalla fluorescente, deducir el angulo ¢ de desviacion de la trayectoria del electron
y la distancia vertical Y, medida desde la direccion inicial del electrén hasta el punto en que el
electrén choca con la pantalla.

SOLUCION

v = arctan( cEl )
N mu?

eFl (£
muv? 2

+d)
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En cada uno de los vértices de un cuadrado de lado 2a tenemos una carga igual a . Si colocamos
una carga puntiforme de valor q y de masa m en la linea media del cuadrado, en un punto proximo
a su centro y situado a una distancia x, determinar el movimiento de dicha carga.

SOLUCION

La fuerza sobre la carga es:

2
V2
F=- 3|z
dmega
luego es del tipo recuperadora elastica y el movimiento resultante sera un movimiento armoénico
simple.

Calculo de campos y potenciales por integracion

Dos circunferencias de igual radio R estan cargadas uniformemente con cargas +Q y -Q respec-
tivamente. Si se disponen de tal forma que sus ejes coinciden y quedan separadas una distancia
d, determinar la diferencia de potencial AV entre sus centros.

SOLUCION

Q (1 1
AV =V(04) =V0-) =52 (R B m)

Sea un hilo de longitud 1 sobre el que hay distribuida uniformemente una carga q. ; Qué fuerza
F ejerce este hilo sobre una carga puntual QQ alineada con él y situada a una distancia d de su
extremo ma&s cercano.

SOLUCION

__ Q¢
47T€Qd(d + l)

Sea un hilo recto de longitud 2a provisto de una carga uniformemente repartida con una densidad
lineal A. Hallar el campo E creado por este hilo en un punto P distante h del mismo y desde el
que la recta perpendicular al hilo divida al segmento bajo dos angulos a; y g dados. Aplicar
el resultado al caso de que el hilo sea infinito.
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SOLUCION

E =
Y dweoh

(sin vy + sin a) (cosay — cosag)

E, =
4megh

siendo las direcciones de = e y perpendicular y paralela al hilo respectivamente. En el caso de
que el hilo sea infinito, tenemos que:

A g
2’/T60h

041=0¢2=g; y E=E,=

36 Las figuras (a) y (b), muestran las configuraciones de dos hilos uniformemente cargados con
densidades lineales A. Si los hilos son mucho maés largos que el radio de curvatura a, determinar
en ambos casos el valor del campo eléctrico en los puntos 0.

(@) (b)

. QU

SOLUCION
(a) 4‘7{302, en un angulo de 45°.
(b) 0

37  Sea un marco cuadrado rigido, de lado L, homogéneamente cargado con una densidad lineal .
En su mismo plano se encuentra un hilo infinito, también cargado con la misma densidad lineal
uniforme A. Determinar la fuerza de repulsion F que se ejercen entre ambos si la distancia de
separacion entre el hilo y el lado méas proximo del cuadrado es L.

SOLUCION
22 3
F = 27‘[‘50 (21112 + 2)

38 (a) Calcule el campo eléctrico que crea un aro de radio a, uniformemente cargado con una
carga total ¢, en un punto de su eje situado a una altura z sobre el plano del aro.
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(b)  Aproveche el resultado anterior para calcular el campo que crea un disco de radio a, uni-
formemente cargado con densidad o, en un punto sobre su eje a una altura z de su plano.

(¢) Mediante a aproximacién a >> z obtenga el valor del campo eléctrico que crea un plano,
uniformemente cargado con densidad o, en puntos proximos a su superficie y alejados del
borde (aproximacién del plano infinito).

SOLUCION
(a)

il
dmeg (22 + a?)3/?

(b)

2 1+9

(c)
9
2¢gg

39  En el plano XY, hay una banda de longitud infinita, limitada por las rectas x=a y x=-a, con una
densidad superficial de carga uniforme o. Hallar el campo eléctrico E en un punto cualquiera
del plano YZ. Comprobar que el resultado anterior estd de acuerdo con que si la banda fuera,
ademads, infinitamente ancha (y, por tanto, un plano) el valor del campo serfa, entonces ﬁ

N

SOLUCION

p=2 arctan(g)
TEQ z

40  Un cilindro muy largo tiene su superficie lateral cargada uniformemente con una densidad su-
perficial de valor o = oy cos(¢) en la que ¢ representa el angulo azimutal de las coordenadas
cilindricas y o¢ una constante. Determinar el campo eléctrico E en un punto cualquiera de su
eje.

SOLUCION
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g0
B, =—
v 28()

en la que x tiene la direccién del origen de angulos para ¢

Determinar la fuerza repulsiva F entre la circunferencia: 22+ y? = R? y el semieje z positivo, si
ambos estan cargados con una densidad lineal uniforme A

SOLUCION

)\2

F=_
250

Un rectangulo de lados 2a y 2b estd cargado uniformemente con una densidad superficial o.
Determinar el campo eléctrico E en un punto del eje perpendicular al rectangulo, que pasa por
su centro, si el punto se halla a una altura z del plano del rectangulo.

SOLUCION

b
E(z) = — arctan (a)
€0 zv/a? + b 4 22

Un arco de una circunferencia de radio a esta cargado con una densidad lineal de carga uniforme
de valor \. Sabiendo que el dngulo de dicho arco es 2«, determinar: a) el campo eléctrico E en
un punto P del eje del arco distante z de su plano; y b) el médulo E del campo y el potencial V
en P para el caso de que el arco fuese un semicirculo.

Z“
2 N A x_____________/
7 p— 7/
e PEERERNE No'{ ~. e
7 e \ P S o /
// // \\ ’,/’ \\ //
7 T — - - T 7 >
S a--J0 I X
L,/ \‘\: et L
7 Iy, -— 7
7/ 7
7/ 7
7/ 7’
4 4
SOLUCION
(a)
—Asin«

Y7 2mega(1 + 22/a2)3/?
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B Aza
F 2mepa?(1 + 22/a?)3/?

- Aa 20\ 2
Bl = 2 it
] deg(a? + 22)3/2 S ( T )

A\Ta

Vi) = — 14
(2) dmegva? + 22

Aplicaciones del Teorema de Gauss

Una carga puntual de valor q se encuentra en el origen de coordenadas. Calcular el valor del flujo
® del campo eléctrico creado por la carga a través del cuadrado determinado por los puntos:
(Lv'LvL)v (LaLaL)7 ('L>L>L> y ('Lv'LvL)‘

SOLUCION

-7
680

Determinar el flujo F del campo eléctrico creado por dos cargas puntuales +q y -q separadas
una distancia 2L a través de un circulo de radio a cuya circunferencia es equidistante de ambas
cargas. Si el radio a crece indefinidamente, ; sabria relacionar el resultado con el teorema de

Gauss 7
o 2L
€0 1+ ($)?

SOLUCION
Una esfera de radio a tiene una carga total Q distribuida con simetria esférica de forma que su
densidad cubica vale:

p(r) = kr
siendo r la distancia al centro de la esfera y k una constante. Determinar: a) el campo eléctrico
en el exterior de la esfera; b) el campo en su interior; y c) el potencial en el centro de la misma.
SOLUCION

Q
Foq = ——
ext 4degr?
5 kr?
int - 450
k 3
Vir=0) = &

380
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Una esfera de radio a estd cargada uniformemente con una densidad cibica de carga p. a)
Hallar el campo electrostético y el potencial en los puntos exteriores e interiores de la esfera. b)
Representar graficamente de forma cualitativa V y E en funcién de r, la distancia al centro de
la esfera.

SOLUCION
3
pa
Bex(r) = 3eor?
pr
Ein = 5
o(7) 320
3
pa
V:ax =
t(T) 380?”
3R% — 2
Viml(r) = p————
+(7) P 620

Dentro de una esfera de radio a cargada uniformemente con una densidad p hay una cavidad
esférica de radio b. Los centros de ambas esferas 0 y 0’ estan separados por una distancia d.
Hallar el campo eléctrico en un punto cualquiera del interior de la cavidad.

SOLUCION

E="Lo0o
360
Determinar el campo eléctrico que crea una distribucién uniforme de carga, p, con simetria
cilindrica, de radio a < 1 m y altura infinita. Determinar el potencial en cualquier punto del
espacio tomando el origen del mismo en la superficie r = 1 m.

SOLUCION
E=2" v Lo <
= — r)=—— arar < a
250 480 P -
2 2
= 2/);)7“ Vr)z—%lnr parar > a
donde
2 2
pa pa
C'=-"1 —
25() nat 46()

Determinar el campo eléctrico en un punto que se encuentra a una distancia r del centro O de
una distribucion esférica de carga ilimitada cuya densidad voliimica p es:
a
p(r) = PO;

en la que pg y a son constantes.
SOLUCION

apo
E('r) = 2760
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Sea el campo E (x,y,2) = axi + ayf en el que a es una constante. Determinar: (a) el potencial
V(x,y,z) si se toma como origen de potenciales el punto (0,0,0), (b) el trabajo W realizado al
desplazar una carga q del punto (z,y,0) al (z/,4',0) y (c) la densidad cibica de carga p en un
punto cualquiera del espacio.

SOLUCION

(a‘) V(‘T7yaz) = 70’%
(b) W:%(m’2+y’2—x2—y2)

() p(z,y,2) =2agg

Un campo E es originado por una distribucién volimica de carga de valor:

o) =2

en la que k es una constante. Hallar el potencial V(x) en un punto cualquiera del espacio si se
toma el plano x = 1 m como origen del potencial.

SOLUCION

k
V(iz)=—1
(x) - nx

Considérese una lamina plana infinita con un cierto grosor a, cargada homogéneamente con
una densidad ctbica p. Determine el potencial V que crea en un punto exterior situado a una
distancia h del plano medio de la lamina, que se tomara como origen del potencial.

SOLUCION

V(h) = %(a — 4h)

En el interior de una esfera hueca de radios a y b hay cierta distribucién volimica de carga p(r)
que crea un campo eléctrico F radial dado por

E =0 parar < a

E = k(r—a) paraa <r <b
Q

E = Treor? parar > b

Si la carga total de la distribucion es @), determinar (a) la densidad de carga p(r) y la constante
ky (b) el potencial V' al que se encuentra la superficie interior de la esfera.

SOLUCION

(a)  p(r) =eok ( — 27“) para a < r < b, y es nula en cualquier otro punto.

— Q
T 4megb?(b—a)
(b)  V(r=a)= 25+ &(a—1b)?

T 4dmeob
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El potencial en un punto situado a la distancia r del centro de una distribucién esférica de carga

ilimitada viene dado por: ¢

= a
dmegr

Vir

en que a es una constante. Determinar la densidad cibica de carga p(r) de la distribucién y
demostrar que este potencial V' (r) es debido a la superposicién de la densidad de carga p(r) més
una carga puntual @) en el centro de la distribucién.

SOLUCION

Una esfera de radio a estd cargada con una densidad ciibica de carga de la forma:

o) = (1-7)

en la que pg es una constante y r la distancia del punto al centro de la esfera. Aplicando las
ecuaciones de Poisson y de Laplace determinar el campo eléctrico en puntos interiores y exteriores
de la esfera, asi como el potencial en el centro de la misma.

SOLUCION

Energia de una distribucion de carga en el vacio

Fijados en los vértices de un cubo de lado a se encuentran ocho electrones y en su centro un ion
positivo con Z protones. La carga de los electrones es —e y su masa m. a) Hallar la energia
W de la configuracién en funcién de Z. b) Determinar el valor de Z minimo, Zy, por encima
del cual la energia total del sistema es negativa. ¢) Y para Z = Zj, determinar las velocidades
finales de los ocho electrones si en un instante determinado se dejan libres simultaneamente.

SOLUCION

(a)

cona:24+%+%yﬁ:%
(b) Zy =2

2 __ e?
(¢) wv*= 4.329550
Sea una distribucién de carga uniforme, con forma esférica de radio a y carga total (). Determinar
la energia W electrostatica que posee por las tres vias siguientes: a) como la energia de una
distribucién de carga; b) como la energia que posee el campo eléctrico creado; y ¢) como el
trabajo que ha sido necesario efectuar para formar esa distribucién.

SOLUCION
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60

3Q?

dmega

Conductores: Ecuaciones de Poisson y de Laplace

Dos placas planas conductoras muy extensas y paralelas estdn separadas una distancia d; una
estd conectada a tierra (V = 0) y la otra al potencial V' = Vj. Tomamos el eje OX perpendicular
al plano de las placas, con su origen en el centro de la que se halla conectada a tierra. Si el
espacio que hay entre las placas estd cargado con densidad cibica de valor

p(x) = po

SIS

determinar: a) el potencial V' (z) en el espacio que hay entre las placas y b) la densidad superficial
de carga o de las placas.

SOLUCION

(a)

— Yo  pod
donde A = -2 + Geo

(b)

o - ¢ ﬂ _ 6V0€0 + p0d2
=0\ ), 6d

e av ~ 3Voeo — pod?
=T\ de ), 3d

Esferas conductoras concéntricas en influencia

A una esfera conductora de radio a se le da una carga @ y se la aisla. a) Determinar a qué
potencial V| se encuentra. A continuacién se la rodea sin tocarla por una capa esférica descargada
de radio interior b y exterior ¢ . b) Determinar a qué potenciales V; y V, pasardn a estar la
esfera y la capa exterior respectivamente?

SOLUCION

(a)
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61

62

63

64

Sean tres esferas huecas, conductoras, concéntricas, aisladas y cargadas como sigue. La interna
tiene una carga ¢;. La intermedia se sabe que esta al potencial V5 pero se desconoce su carga
Q. Y la externa tiene una carga ¢3. Los radios interiores de las capas esféricas son a, b, d y los
radios exteriores, A, B y D. Con estos datos determinar Q.

SOLUCION

_
Q_47T€0V2 D
-1 1

T —q1
B-dTD

Tres esferas conductoras huecas de radios a, b y ¢, de espesor despreciable, dispuestas concéntricamente

(a < b < ¢) estan descargadas. Determinar el potencial y la carga de cada una de ellas si: a)
la més externa se conecta a una tensién Vp. b) A continuacién se conecta la esfera interior a la
misma ten- sion Vj y c) finalmente se conecta la esfera intermedia a tierra.

SOLUCION

Q1:Q2:O Q3:47T€()C‘/0 Vi=Vh=V3=VW,

(b)  La situacién es idéntica a la del apartado anterior.

b
Q1 = 4megVpy a ; Q2 = —4megVpy 70 + a b
b—a c—b b—a

b
Q3 = 4mwegVpy <C+C—cb> 3 Vi=Vs=V, Vo=0

Presion electrostatica

Si el material con que se fabricase un globo esférico ligero fuese conductor, una manera posible
de hincharlo podria ser conectandolo a una fuente de alta tension. Supongamos que tenemos uno
de tales globos de R = 5.0 cm de radio. a) Determinar a qué potencial V;,,, debemos conectarlo si
queremos que esté hinchado lo méximo posible pero que el campo eléctrico creado no sobrepase
el valor del campo de ruptura en el aire, E,, que es de unos 3 x 10 V/m. b)  Qué sobrepresién
Ap en su interior (dada en atmosferas) produciria el mismo efecto?

SOLUCION

(a) Vp,=15x10°V
(b)  Ap=3,9%x10"% atm

Determinar la fuerza de origen electrostatico F' a que estda sometido uno de los hemisferios de
una esfera conductora de radio a por estar conectada a un potencial Vj.

SOLUCION
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66

67

Capacidades de conductores aislados

Una esfera metélica de radio a se carga al potencial V) y se aisla. A una gran distancia de
esa esfera se encuentra otra, también metdlica, de radio b inicialmente descargada. Con un hilo
conductor muy delgado se tocan ambas esferas y a continuacién se descarga la segunda. Si este
proceso se va repitiendo indefinidamente (tocar y descargar), determinar el potencial V,, a que
habra quedado la primera esfera después de la n-ésima operacion, suponiendo despreciable la
carga que pueda adquirir el hilo después de cada uno de los contactos.

SOLUCION
1 n
V, =V
’ (1 + Z)

Haciendo las aproximaciones que considere oportunas, determinar la capacidad de los siguien-
tes conductores aislados: a) una esfera de radio a; b) un disco circular de radio a y espesor
despreciable; y ¢) un alambre cilindrico recto, de longitud ! y radio a, con a << I.

SOLUCION

(a)  esfera: C' =4mega
(b)  disco plano: C = 27ega
(¢)  alambre cilindrico :
C B 27760

1 lné

Dos esferas conductoras de igual radio a son tangentes entre si. Si se les conecta a una fuente
de tensién sabemos que llegan al equilibrio electrostatico adquiriendo una densidad superficial
o que se distribuye segun la ley

o(0) = ogcos(0)

siendo g es una constante y 6 el angulo que forma el vector de posicién, fijando su origen el punto
O de tangencia de ambas esferas, con la recta que une sus dos centros (ver la figura).Determinar
a) la capacidad C' del conjunto y b) la fuerza repulsiva F' entre las dos esferas.

SOLUCION
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(a) C =6pigga
(1.2(7'
(b) =52
68  Determinar la capacidad de un disco metélico delgado, de radio a, sabiendo que si se conecta a
un potencial dado adquiere una carga que se distribuye sobre la superficie del disco en la forma:
k
o(r) =
a2 _ 12
siendo k£ una constante y r la distancia al eje del disco.
SOLUCION
C = 860(1
Coeficientes de capacidad y de potencial
69  Calcular los coeficientes de capacidad e influencia Cj; de un sistema de conductores formado
por dos esferas: a) de radios a y b, separadas una distancia d mucho mayor que a o que b; y b)
concéntricas, de radios a y b (b > a). ¢) Calcular, ademads, los coeficientes de potencial p;; para
las dos esferas del apartado (a).
SOLUCION
(a) 011 = 47‘(’50(1; 012 = 021 = —47T50%b; 022 = 47TEob
(b) 011 = 477'80&; 012 = 021 = —Cll; C22 = 471'80%
(C) P11 = 4,,;),1; D22 = 47r150b; P12 = p21 = Tiod
70  Determinar los 9 coeficientes de capacidad e influencia Cj;j de tres esferas conductoras iguales,
de radio a, situadas en los vértices de un tridngulo equildtero de lado d, suponiendo que d es
mucho mayor que a. ;, cudnto valdran sus coeficientes de potencial P;;?
SOLUCION
2
C11 = Cop = (33 = 4dmega Cira=Co = (13 =031 =Co3 =C3y = —M%
P11 = P22 = P33 = grera P12 = P23 = P13 = Da1 = P32 = P31 = greog
71  Determinar los coeficientes de capacidad C;j, de un sistema de conductores formado por tres
placas planas iguales y paralelas, de area S, y separadas por las distancias dis y dog. Supdngase
que estas distancias son muy pequenas frente a las dimensiones de las placas.
SOLUCION
Ci2 =091 = —Cq1; C11 = %; Cs3 = %;
Cag = C11 + Cs3; Cag = Ca3 = — 52
72  Sean tres conductores cuya proximidad hace que se influencien entre si. Sus potenciales son Vi,

Vo v V3. La matriz de los coeficientes de capacidad es
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74

Determine el potencial V' que adquieren los tres conductores si se unen mediante un hilo de
capacidad despreciable.

SOLUCION

V=V+—

Condensadores

Se tiene el circuito de la figura formado por dos condensadores en paralelo de capacidades C
y Cs, cargados bajo tensiones Vi y Va,y un tercero, en serie, a V3. Hallar la capacidad C3 del

tercero.
SOLUCION
Vi
C3 = (01 + 02)73

Se conectan en paralelo dos condensadores. Uno C4, de 2 uF, estda cargado a 300 V, el otro,
Cs, esta descargado. El resultado da una tension entre A y B de 250 V. Hallar la capacidad del
segundo condensador.

SOLUCION
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75

76

C=04uF

Dos laminas rectangulares iguales de lados a y b conductoras y dispuestas como se indica en la
figura constituyen un condensador diédrico. Si el angulo § que forman es pequeno, determinar:
a) su capacidad C, y b) como se distribuye la carga sobre cada lamina si se aplica al condensador
una diferencia de potencial V.

SOLUCION
al
~ 1——
C ~ Co ( ‘ h)
donde: )
a
Co = EOW
La densidad de carga se distribuye segin la expresion:
({L‘) Eov
o(x) = —————
h + z tan(0)

Dos laminas metalicas iguales, que se encuentran fijas enfrentadas paralelamente y separadas
por la distancia d, se conectan a los potenciales Vi y V3. Entre estas dos ldminas hay otra
igual paralela a las anteriores, de masa despreciable y que puede desplazarse libremente entre las
otras dos sin perder su paralelismo. Si esta iltima lamina se conecta al potencial V5, se movera a
derecha o a izquierda hasta encontrar su posicion final de equilibrio. Determinar para la posicién
de equilibrio: a) la distancia z; (referida a la placa que esta a V; ) a la que ha quedado dicha
lamina; b) el tipo de equilibrio en que se halla; y c¢) las fuerzas F' a las que estd sometida la
lamina.

SOLUCION

Vo—-1

xf:md S1 ‘/2>‘/3>V1
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Va—W1 .
= d
T Vi V4 S1 Vi< Vo< V3
EQS 1
1B == (V2 - VS)QW

Tres esferas conductoras huecas de grosor despreciable concéntricas tienen los radios a, b, y c,
con a < b < ¢. Si unimos la tercera con la primera, determinar la capacidad C del sistema.

SOLUCION

En un condensador plano cuyas armaduras estan separadas una distancia d se inserta, paralela-
mente a las mismas una ldmina conductora de grosor ¢ (t < d) de drea suficientemente grande
para cubrirlas. Determinar en que proporcion aumenta la capacidad del condensador.

SOLUCION
d

La capacidad aumenta en la proporcién 5%

Tres condensadores de capacidades C7, Co y C3 estan conectados a los potenciales Vi, Vo v V3,
respectivamente. Se desconectan y se asocian los tres en serie uniendo las armaduras de signo
distinto. Calcular: a) La cargas finales que han adquirido los tres condensadores después de la
unién y b) la disminucién de energia electrostéatica del sistema. ¢) jEn que se ha invertido la
energia que se ha perdido?

SOLUCION

(@) Q1= -AQ Q=0—-AQ (3=0Q3-AQ

(b)

1 2
AW:Wf*Wi:**M
lotata

(c) Se ha perdido en forma de calor por efecto Joule
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81

82

3. Electrocinética

Un conductor cilindrico hueco, de longitud L, tiene radios R; y Ro. Se aplica una diferencia
de potencial entre sus extremos de tal modo que una corriente I fluye paralelamente a su eje.
Demostrar que si o es la conductividad del material, la resistencia del conductor es

L

R=— 7oy

To(R; — RY)
Demostrar que si la diferencia de potencial se aplica entre la superficie interior y la exterior de
modo que la corriente fluye en direccién radial hacia afuera, entonces la resistencia es

R
ln(R—i)
2oL

R =

Se recorta un sector de dngulo 6 de un disco de espesor ¢. Si la conductividad del material del
disco es o, hallar la resistencia de la corona ABCD,

(a)  silos electrodos son AB y CD.

(b)  silos electrodos son AD y BC.

SOLUCION

(a) R= aclenﬁ'

() R=7%5

och *

En el circuito de la figura el amperimetro A tiene una resistencia r = 2 ). Si la resistencia R
vale Ry = 38 Q entonces A marca 0,2 A y si R es Ry = 17C2, A marca 0,4 A. ; Qué valen la
resistencia interna y la fem de la bateria?

SOLUCION

La resistencia interna 2 2 y la fem 8,4 V.



24 Problemas de Fisica IIT

83  Se monta un circuito como el de la figura con los valores de los condensadores y la fem conocidos.
Inicialmente al conectar el generador hay un transitorio, pero inmediatamente se alcanza el estado

estacionario. Se pide

(a)  Corriente que circula por el generador.
(b)  Carga de cada condensador.
(¢)  Energia total almacenada en los condensadores
(d) ¢ Qué ocurre si se abre la rama BD ?
(e) ¢ Cémo se distribuye la carga si se desconecta el generador?
(f) ¢ Qué ocurre si se cortocircuita el generador ?

C C,

- =+
S
B D +
C, C,
SOLUCION

a) =0

b) Q1 =¢ec1(c3+¢4)/C; Q2 = ecales+¢4)/C; Q3 = ecs(c1+¢2)/C5 Qu = eca(c1 +¢2)/C; donde
C=ci+cy+tcez+ey

c) W =¢e2(cl +c2)(e3 + c4)/2C

d) Nada.

e) Q1 =ceci(cs+¢4)/C; Qo = eca(cs +¢4)/C; Qs = ecz(c1 + ¢2)/C; Qq = eca(c1 + ¢2)/C.

)
f) Se descargan los condensadores.

84  Setiene lared delafiguracon R1 =9Q, Ry =120, R3=1Q Ry, =80, C =20 uF, e =23V,
y r =1€. Se supone que estd en estado estacionario. Se pide
(a)  Larelacién entre las resistencias para que la armadura conectada entre R3 y R; sea positiva.
(b)  Las intensidades que circulan por cada rama.

(¢) La carga del condensador.
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ele L
B | [ D | +
L |

I;I——I;I—

SOLUCION

a) R1(Rs + Ry) > Ro(R1 + R3)
¢) 120 pC

85  Hallar el potencial V, respecto de tierra, de A si se intercala entre R y el suelo una segunda pila

e’ =5V como se indica

£=24V,
r=0

R =20Q A R'=18Q

L I

SOLUCION
14V

86  Siel amperimetro A del circuito de la figura marca 1 A. ; Cudnto marca el voltimetro V ? Hallar

la resistencia r del voltimetro.

25V,5Q 80

Tt

|:|SQ :59
_®—.

r

SOLUCION
r=650, V=10 V

87  En el circuito (1).a) Hallar la ddp V entre los bornes de 7 en funcién de R, € y r. b) Para medir
V, se coloca en derivacién con r un voltimetro (ver circuito (2)) de resistencia interna p. Calcular
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88

89

el valor del potencial V’ que indica el voltimetro en funcién de €, R, r'y p. ¢) Hallar V/V’. ; Qué
condicién ha de satisfacer p si el error relativo cometido al medir V deber ser inferior a 1/10007.

1) &)

SOLUCION

(a) V=er/(R+r)
(b) V' =pre/(p(R+r)+TR)
(¢ V/V'=(Rr+pR+r))/p(R+7); p>1000Rr/(R+ 1)

Se tiene un amperimetro cuya resistencia interna x se desconoce. Para determinarla se hacen
dos montajes: primero se coloca el amperimetro A en serie con una pila de fem ¢ y resistencia
interna r y con una resistencia R, ambas conocidas. De esta manera pasa una cierta intensidad
por A. A continuacin sumo una resistencia p en paralelo con A y ajusto hasta que la intensidad
por A es justo la mitad que antes. Hallar la verdadera resistencia x del amperimetro A. Hallar el
error absoluto y relativo cometidos en la medida respecto a p si se toma éste como valor admitido
de A. ; Cudl debe ser el valor de R si se desea que el error relativo sea inferior a 1 / 10007.

Er
—
Er n
— }—-—‘ "X
SOLUCION

x=(rp+Rp)/(R+1—p);ea=x—p;e.=p/(R+71); R>1000p —r

Se monta en serie con una pila de fem € un galvanémetro G y dos resistencias R y r. Entre A y
B se coloca un shunt y se observa en el galvanémetro cierta desviacién. Si coloco el shunt entre
A y C la desviacién es la misma. Hallar la resistencia interna p de la pila .Los valores de las
resistencias R y r son datos.

SOLUCION
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p=R+r

90 Halla el valor que puede tener la resistencia x entre NC de manera que para alguna posicién del
cursor M, se tenga que i(G)=0.

R,=2000 Q

T L@ ]

R,=4000 Q N

SOLUCION
2000 < z < 4000

91  Entre dos electrodos planos y paralelos se coloca una placa dieléctrica de espesor h y permitividad
. Su conductividad varia linealmente desde o en la placa positiva hasta og(1+h) en la negativa.
Si se forma una carga espacial p(z) independiente del tiempo. Hallar rho(z) en el supuesto que
la densidad de corriente j que se origina es 6hmica

SOLUCION
p=—ck/(og + z)?
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4. Magnetostatica

Hallar el campo magnético creado por una corriente de intensidad I que recorre un segmento
rectilineo en un punto situado entre sus extremos a una distancia d del hilo. A partir del resultado
anterior, determine el campo magnético que crea una corriente rectilinea muy larga.

AN
;
,

’w‘/,ﬁ

A

1

I

l

N l
RN rd

|

|

|

I

i

v

lae - - - =

SOLUCION

B= %(sin(a) +sin(3))

En el caso de que el hilo sea muy largo o, — /2 y

pol
B=H
2wd

Campo de una espira circular:

(a)  Determinar el campo magnético creado por una corriente de intensidad I que recorre una
espira circular de radio a, en un punto P del eje perpendicular a su plano y que pasa por

su centro.

(b)  Determine el valor de dicho campo en el centro de la espira.

SOLUCION

pola®

(a) B.(z) = 2(22+a2)3/2

(b)  B.(z=0) =kl

Un hilo infinito se ha doblado formando un angulo § = 7/3 en un punto 0. Hallar el campo
magnético B en el punto P de la bisectriz del angulo, situado a una distancia d = 1 cm del
vértice, si la corriente es de I = 1000 A.
SOLUCION

B =0.0746 T

Hallar el campo magnético en el centro de una espira formada por un poligono regular de 2n
lados, siendo 2a la distancia entre dos lados paralelos, si por la misma circula una corriente de
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intensidad I. Ver que si n tiende a infinito, el campo resultante es el obtenido en el problema, 2,
correspondiente a una espira circular.

SOLUCION
I
_ ol
m™a n
96 Una cinta metélica muy larga y de anchura d estd recorrida por una corriente I distribuida
uniformemente por ella. Hallar el campo magnético en el punto P que esta colocado en el punto
(0,a,-c) en el sistema de coordenadas de la figura.
y
S B
A .
SOLUCION
B ,uLI cos 01
By = 2nd n (cos 02>
pol
B,==—"(0—-0
27Td( 2 )
donde tanfy = ¢/a y tanfy = (¢ +d)/a
97  Se fabrica una bobina sobre una esfera de material no magnético utilizando hilo conductor fino,

enrollando NN espiras por unidad de longitud en la direccién diametral. Si la esfera tiene radio a
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99

100

y por el hilo hacemos circular una corriente de intensidad I, determinar el campo magnético en
el centro de la esfera.

SOLUCION

 2Npol
-3

B

Hallar el campo magnético en el centro de una esfera conductora hueca de radio a, cargada a
potencial Vj, que gira a velocidad angular constante w.

SOLUCION

_ 2ppeoVow

B
3

Se fabrica una bobina con n espiras sobre un tronco de cono de altura h, que tiene el circulo de
la base mayor de radio a y el de la base menor de radio b, utilizando hilo conductor delgado. Si
hacemos circular una corriente de intensidad I, hallar el campo magnético en el vértice O del
cono que resulta de prolongar el tronco.

SOLUCION

_ pwoNIad? In(a/b)

B

212 (1+ a2/h2)3/2

Hallar el campo magnético creado por una corriente de intensidad I que recorre una espira de
radio a en el punto P del plano de la espira indicado en la figura (suponga que z > a).

SOLUCION
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101

102

oI 7
Holar

B =
4x

Tenemos un conductor cilindrico de radio a y altura h. En el mismo hay una distribucion
voltimica de corriente que en coordenadas cilindricas viene dada por 5 = jogup. Hallar el campo
magnético en un punto del eje del cilindro situado a una altura a del plano superior del mismo.
(Suponga que h < a.

z4

SOLUCION
_ 3V2 -
B = pojoh <4 — ) k

Se forma un toroide de seccién rectangular de radio interior a radio exterior b y altura e con un
material de conductividad . Se corta una seccién muy pequena y se conectan las caras a una
fuente de potencial de manera que circula por el toroide una corriente de intensidad I. Como
la seccién cortada es muy pequena podemos suponer que las caras del corte son equipotenciales.
Determine la densidad volimica de corriente en el material, la potencia disipada por la corriente
y el campo magnético que crea en su centro. Para el calculo del campo magnético, suponga que
e es muy pequena.
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SOLUCION

) 1
jr) = m
_ K
~ qeln(b/a)
_ pol (b — a)

2abln(b/a)

Dos espiras iguales de radio a se colocan una frente a otra a una distancia a. Si ambas son
recorridas por corrientes en el mismo sentido, hallar el punto del eje que une los centros de
ambas espiras para el que el campo magnético es minimo.

SOLUCION

Tomin = a2

Fuerzas y pares
Un conductor cilindrico de radio a es recorrido por iones libres con carga ¢ , masa m, a velocidad
constante v, siendo N su concentracién. Demostrar que sobre un ién distante r del eje del cilindro

hay una aceleracién radial. Hallar su valor, y ver en que caso es nula. Si la v es muy pequena,
ver que en este caso depende unicamente de 7.

SOLUCION
Ngr < 112)
ar = 1-—
2meg c?

Con un hilo conductor construimos un triangulo rectangulo de catetos ¢ y b, e hipotenusa a. Lo

colocamos en un campo magnético uniforme B = Bi de direccién paralela al cateto b. Hallar la
accién del campo sobre el tridngulo si se supone que sus lados estan recorridos por una corriente
I en el sentido opuesto al de las agujas del reloj.

SOLUCION

La fuerza total sobre el tridangulo es nula.
Sobre él actiia un par de fuerzas cuyo momento es I' = IbaB/2 y que tiende a girar la normal
al plano del triangulo en direcciéon de B
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107

108

Se coloca verticalmente un hilo recto e indefinido por el que circula una corriente I y hori-
zontalmente otro finito de longitud [, de modo que ambos definen un plano. El punto del hilo
horizontal méas préximo al hilo vertical se halla a una distancia d. Si por el hilo horizontal circula
una corriente I’ j qué fuerza actiia sobre éste y donde tiene su punto de aplicacion ?

SOLUCION

!
F = poll In 7l +d k
2 l

a una distancia g

ln(%)

S =

Un condensador cilindrico se coloca en el seno de un campo magnético de manera que el eje
del cilindro es paralelo al campo. El condensador tiene la armadura interna de radio R; y la
externa de radio Ry y estd sometido a una diferencia de potencial Vj entre las armaduras. De
la armadura interna se fuga radialmente un electrén de carga ¢ y masa m, cuya trayectoria se
curva bajo la accién del campo magnético aplicado. ;Qué valor debe tener el campo magnético
para que el electrén al contactar con la armadura externa sea tangente al cilindro?.

SOLUCION

B
q (R3—R})?

, donde
aVo

" mIn(Rs/Ry)

Una varilla de masa m, formada por un material de densidad dad J, esta situada sobre el eje
X en el seno de un campo magnético B = —Bk. Se observa que, cuando por la varilla circula
cierta corriente, la varilla permanece en equilibrio. Hallar la densidad cubica de corriente j que
circula por la varilla cuando estd en equilibrio
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SOLUCION

j=0g/Bi

Una varilla estd colocada perpendicularmente entre dos rieles paralelos situados en un plano
horizontal. Entre las varillas hay un campo magnético B=1000 G, perpendicular al plano que
forman y sentido hacia abajo. Si tenemos que la densidad de la varilla es de § = 8 g/cm?, que
el coeficiente de rozamiento entre varilla y rieles es yu = 0.2 y que la varilla es recorrida por una
corriente de densidad j = 0.3 A/mm?, hallar el tipo de movimiento que realizard la varilla.

SOLUCION

Se trata de un movimiento uniformemente acelerado con aceleraciéon a = (Bj/d) — mg =
1,79 m/s

Un hilo recto vertical e indefinido es recorrido por una corriente de intensidad I. A una distancia
d, hay un hilo, de longitud h, que puede oscilar entorno a un punto fijo O. Al circular por este
hilo una intensidad I’ en el mismo sentido que I, resulta atraido por el hilo largo formando en
equilibrio un dngulo pequenio . Determinar el valor de 0 si el hilo corto tiene masa m

SOLUCION

0— 2rdmg  2h -t
~ \ pwohII”  3d

Un anillo metdlico de radio a y masa m estd sometido a un campo magnético de valor By cuyas
lineas vectoriales convergen en un punto, de forma que definen un cono de angulo 6 cuyo eje es
normal al plano de la espira. Determinar la intensidad de la corriente que debe recorrer el anillo
para que se desplace 2 cm en 5 s. Suponer que no existe rozamiento.

SOLUCION

_ 1.6x107°
~ 2maBysin(f)
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113

Un hilo conductor rigido de densidad lineal de masa ¢ estd doblado en forma de U como se
muestra en la figura. Se coloca en un plano vertical, de manera que sus extremos se apoyan
sobre dos horquillas H y H’ dispuestas horizontalmente, con lo que la U puede girar libremente
sobr el eje HH’. Si por el hilo pasa una corriente de intensidad I, y éste esta bajo la influencia
de un campo magnético B uniforme y vertical, determinar el dngulo 6 que formara el plano de
la U con la vertical en la posicién final de equilibrio.

SOLUCION

IBb
lg(a+b)

tanf =

Teorema de Ampere

(a) Un hilo cilindrico muy largo tiene radio a y estd recorrido por una corriente en la direccién de
su eje, cuya densidad cubica, 7, es constante. Dar los valores del campo magnético en el interior y
en el exterior del cilindro. (b) A continuacién se supone que se hace un hueco, también cilindrico
de eje paralelo al eje del primero. Determinar el campo magnético en un punto P interior al
hueco.
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SOLUCION
(a) _ .
_ HoJT _ Hoja
B(r<a)= 5 B(r>a)= 5
(b)
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5. Induccién magnética

114 Dos barras conductoras, de resistencia despreciable, estan dispuestas paralelamente sobre un
plano horizontal, separadas una distancia a. Por un extremo, las barras se han conectado a una
bateria de fem €y. sobre las barras hay otra barra conductora mévil, que se mantiene siempre
perpendicular a las otras barra y cierra el circuito, cuya resistencia eléctrica es R. El circuito
estd en el seno de un campo magnético uniforme, perpendicular al plano de las barras que va
de abajo a arriba y de valor By. Hallar el valor de la velocidad de la barra mévil en funcién del
tiempo cuando se cierra el interruptor k (Despreciar los efectos de la corriente de cierre)

SOLUCION

v=-2(1-ex _aQBgt
" aBy P mR

115 Una capa esférica metélica de radio a gira con velocidad angular constante w alrededor del eje z.
En la direccién z hay un campo magnético, con médulo By y dirigido en el sentido positivo del
eje z. {Qué fem se induce entre los puntos P y Q de la capa como consecuencia de la rotacién?

SOLUCION

wa?By

€ind —
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117

118

119

Un anillo de alambre circular esta situado en el plano XY con su centro en el origen de coorde-
nadas. El anillo se calienta de manera que su radio crece con el tiempo t a velocidad v siguiendo
la ley 7 = vt. Se aplica un campo magnético B = By(1 + at)E donde By y a son constantes.
Hallar la fem inducida en el anillo

SOLUCION

€ = Bomv? (2t + 3at?)

Una espira rectangular se sittia a la derecha de dos hilos conductores verticales muy largos
recorridos por sendas corrientes cuyas intensidades son de igual valor pero de sentido contrario,
como se muestra en la figura. Si se supone que las corrientes crecen a velocidad I = v. Hallar la
fem inducida en la espira.

SOLUCION

€ind = Hovb In <(h + a)c)
2m c+a

Se tiene un conductor rectangular de lados a y b, contenido en el plano Y7, con uno de sus
lados paralelo a uno de los ejes, cuya resistencia eléctrica es R. Se supone que hay un campo
aplicado B = (1 —y,z,2). El cuadro se desplaza hacia los valores de Y crecientes. En t=0, su
lado vertical esta sobre el eje Z. Si su aceleracion es g, hallar la intensidad de la corriente que
circula por el circuito pasado un tiempo .

SOLUCION

agbt(gt? +b)

I =
R

Una barra de masa m desliza sin rozamiento sobre dos largos carriles conductores paralelos
separados por una distancia a. Por un extremo los carriles estan conectados mediante una
resistencia R. FEn la regién hay un campo magnético uniforme de moédulo By en direccion
normal al plano de los carriles , como se muestra en la figura. Se da un impulso a la barra de
manera que inicia su movimiento con velocidad inicial vg. Determinar: (a) la fem inducida; (b)
la intensidad de la corriente inducida; (c) la fuerza sobre la varilla; (d) la velocidad de la barra
en el instante ¢; (e) La distancia Az que debe recorrer la barra para pararse; (f) Explique qué
ocurre con la energia cinética inicial de la barra.
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SOLUCION

(a) €ing = Boav; (b) I = Boav/R; (¢) F = B%a*v/R; (d) v = vexp(—B2a?t/mR); (e) Ax =
”g?;g; (f) Se disipa en forma de calor en la resistencia por efecto Joule. Se puede comprobar

que [~ RIdt = $mv]

Una espira conductora de masa m estd formada por un material cuya resistencia por unidad de
longitud es p. La espira tiene forma de triangulo equilatero cuya altura es h. Se supone que la
espira se desplaza sin rozamiento y a velocidad vy constante, sobre un plano horizontal. La espira
penetra en una region en la que hay un campo magnético uniforme de médulo B perpendicular
la plano de la espira. Hallar el valor que debe tener el campo B para que en el instante en el
que la espira penetre completamente en dicha regién se detenga.

@

<

I
, O
== - 0-0-00-0-00-0-0-0-0-0 =~~~

O 0 O 000 OO0 O0O0OO0 0
O 00O 00O0OO0OOGOOO0 O
O 0 O 000 O0OO0OO0OO0OO0 0
O 00 00O0OO0OOGOOOo0 O
O 00O 0O0O0OO0OOGOOO0 O
O 0 O 00O OO0 O0OO0OO0O0
O 00O 00O0OO0OOGOOO0 O

SOLUCION

_ [9mpug
B*V 2h?

Un disco conductor de radio a, situado en el plano XY, y con su centro en el origen de coorde-
nadas, gira entorno al eje Z con velocidad angular constante w = ’LUQE. Este disco se halla bajo
la accién de un campo magnético uniforme y estacionario B = BOE y tiene conectadas en su eje
centro y periferia unas escobillas conectadas a través de una resistencia R y un amperimetro.
Hallar (a) la fem inducida en el disco; (b) la intensidad que indica el amperimetro y (c) la
potencia mecédnica que hay que suministrar al disco para que mantenga su rotacion a velocidad
angular constante como hemos supuesto.
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123

SOLUCION
(a) €ina = woa®By/2; (b) I = woa®By/2R; (¢)P = B?a*w2 /AR

Una espira circular de radio a, de resistencia eléctrica R, estd situada en el plano XY. En el
instante inicial se halla justo al borde de una linea que tomaremos como eje Y. En la zona = > 0
hay un campo magnético uniforme B = Byk. Sila espira inicia un desplazamiento, hacia el
interior de la zona x > 0. Calcular (a) la intensidad de la corriente inducida en la espira cuando
ha penetrado un sector de angulo 26; (b) la fuerza sobre la espira en dicha situacion y (c) el
trabajo que debemos desarrollar para llevar a velocidad constante vg el centro de la espira hasta
el eje Y.

SOLUCION
(a) €ing = 2Boa?0sin®(0); (b) Iina = 2Boa®0sin®()/R; (¢) P = 8B2a*vy/3R

Una barra conductora de resistencia R y masa m se mueve sin rozamiento sobre dos railes
conductores paralelos, separados una distancia a y que se hallan sobre un plano horizontal, de
manera que siempre se mantiene perpendicular a las guias. Los raifles se hallan conectados por
un extremo a través de una bateria de fem € y un condensador de capacidad C. Entre los
railes existe un campo magnético uniforme de médulo By en direccion perpendicular al plano
que determinan las guias. Si la barra se halla inicialmente en reposo y cerramos el interruptor
k, determinar (a) la velocidad de la barra en funcién del tiempo; (b) la carga del condensador
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en funcién del tiempo; (d) la energia total que proporciona el generador; (e) La energia total
disipada por efecto Joule y (f) la energfa final almacenada en el condensador.

s

I|I
m,R

Sy
jM'

SOLUCION
) B RC
_€Bar (. m
v = - (1 ) ,donde T= 1 CBa?
(b)
_mdv_ € iy
Badt R
(C) €T €T
Q = E (1 - eit/T> innal = E
(d) ,
€T
WGenerador = ?
(© 2
€T
WJoule ﬁ
f
G
WCondensador = m

124  Una varilla conductora de masa m se deja caer sin velocidad inicial desde lo alto de un plano
inclinado 6 respecto de la horizontal. La varilla desliza sobre dos carriles paralelos que distan a
entre si, con un coeficiente de rozamiento p. Se supone que hay aplicado un campo magnético
vertical ascendente de valor constante By y se sabe que en el extremo de los railes hay una
resistencia R que cierra el circuito. Hallar (a) la velocidad de caida de la varilla y (b) su
velocidad cuando alcanza el régimen estacionario

SOLUCION
(a) N
v = 6(1 —exp(—Ct))
donde A = g(sin(#) — pcos(#)) y C = (Ba)?(cos?(0) + psin(f) cos(h))/mR
(b)
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125

Con hilo de resistencia por unidad de longitud igual a p se forma circuito con forma de una
semicircunferencia de radio a cerrada por su didmetro mediante un conductor recto de resistencia
despreciable. Se cuelga de su centro O de manera que su plano queda vertical y el didmetro que
la cierra queda sobre el eje X. A continuacién se hace girar alrededor de O con velocidad angular
constamte & = 7k rad/s. Si se supone que existe un campo magnético uniforme B = Byi en la
regién la zona y > 0, deducir (a) el flujo del campo magnético a través del circuito en funcién
del tiempo cuando la circunferencia ha penetrado un dngulo 6; (b) la fem inducida en el circuito;
(¢) la intensidad que circula por el circuito; (d) la fuerza que actia sobre un elemento de arco y
de didmetro y (e) el momento total de las fuerzas que actian sobre el circuito.

YA
!
|
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660000600600006060000060
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OOOOOOOOOOOOOOOOOOO\O
0000000030000000000\0
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coocoo0o0o00b00o00 g N ooa O=u
coc0600000000 ok 0oon
ocooooooo0ooboogfoooqooo!
6606000600606 cfooood\ooo
00000000@0000000000\
500000098, 0oooookbooy
00000000&000000070*0’X
o
.
(a)
2
® = Bya“nt/2
2
€ = Ba“n/2
(c)
. Boa
2.3
Bga

My

4p
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Potencial vector

Si un campo magnético B es uniforme, demostrar que el potencial vector A asociado a cada
punto de vector posicién 7 vale A= —(7x E) /2. Aplicacién: Se tiene un cilindro que tiene como
eje el Z, formado de un material de conductividad =y, y se supone el espacio libre de cargas. Al
aplicar el campo B =B cos(wt)lZ, demostrar que en el cilindro se inducen corrientes circulares.
Deducir la densidad de corriente y calcular su valor méximo .

SOLUCION

B
Jj= O;TW sin(wt)

. Bowry
Jmax = T

Tenemos un cable coaxial muy largo formado por un cilindro conductor de radio a y una capa
conductora concéntrica con él de radio interno b = ba y externo ¢ = 6a. Por el conductor
cilindrico interno circula una corriente de intensidad Iy y por el externo circula la misma inten-
sidad, pero en sentido contrario. Si el potencial vector en » = b es cero, hallar el potencial vector
en el cilindro externo.

SOLUCION

_ polo

A, =
447

(2 — 254% — 721n(r/5a))

Una corriente de intensidad Iy recorre un hilo recto vertical de longitud 2h. Hallar el potencial
vector en un punto P distante a del hilo.

hy p h,
-------- 7 >
'a
y‘ |
5 -
- e e e e -
2h

SOLUCION

A_ILLQIQIH h2+\/a2+h§
4m —hy +\/a? + h?
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133

Hallar el potencial vector en el punto P del eje de un cuadrado de lado 2a por el que circula una
corriente I en sentido horario, si dicho eje pasa por el centro del cuadrado y es paralelo a uno de
sus lados

SOLUCION

_ 2 2
A(AC) = Foloy (ot V(z—af +a
in \ et @ P ra

2 2
A(BD) = polo ) (et VlwtaPta
dm —a++/(z+a)?+a2

A= (A(BD) — A(AC))j

Un hilo tiene longitud 2h y estd recorrido por una corriente de intensidad Iy. En la mediatriz del
hilo y a una distancia a del mismo hay un electrén en reposo. Si la corriente varia con el tiempo
a velocidad v. Determinar la fuerza que actta sobre el electrén si se supone que el potencial
electrodindmico escalar es constante y que a < h.

SOLUCION

™

4h?
F=1% (1 + )
4 a

Coeficientes de autoinduccion e induccién mutua

Determinar el coeficiente de autoinduccién de un solenoide largo de n espiras, seccion recta Sy
longitud a.

SOLUCION
~ poSn?

L
a

Determinar el coeficiente de autoinduccién interno por unidad de longitud de un hilo cilindrico
recto de radio a.
SOLUCION
Ho
L=—
8T

Determinar el coeficiente de autoinducciéon por unidad de longitud de un sistema formado por
2 hilos cilindricos de radio a, dispuestos paralelamente y cuyos ejes se hallan separados por una
distancia d > a.

SOLUCION

L= (i +ln(j)> £
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Calcular el coeficiente de autoinduccién de un toroide de seccién rectangular, de radio interno a
y externo b, altura h, formado por N espiras.

SOLUCION

I woN?hIn(b/a)
B 2m

Se tienen dos espiras rectangulares situadas paralelamente. La primera es grande y de dimen-
siones I1 x wi. La otra es mas reducida y tiene dimensiones Iy X ws. No se solapan entre ellas,
de manera que la distancia entre los lados mas proximos es s. Hallar su coeficiente de induccién
mutua. ( Considerar que Iy < 1y )

SOLUCION

o ey (v
2T Ton s(1+ (wa/(s +wy))

Hallar el coeficiente de induccién mutua del sistema formado por un hilo muy largo y un circuito
en forma de triangulo equilatero, de altura h, segin indica la figura. La distancia entre hilo y el
lado mas préximo del tridngulo es a.

SOLUCION

Mys = ((a+h) (2" —h)

o
™3

137  Hallar el coeficiente de induccién mitua correspondiente a un hilo recto muy largo y una espira

de radio a cuyo centro dista b del hilo. Hilo y espira son coplanarios.




48

Problemas de Fisica IIT

138

139

140

SOLUCION

M12 = ,U()(b — b2 - Cl2)

Una superficie torica estd engendrada por la rotacién de un cuadrado de lado 2a que gira
alrededor de un eje paralelo a uno de los lados del cuadrado situado a distancia b ( ver la
figura). (a)Calcular el coeficiente de autoinduccién L de un arrollamiento uniforme de N espiras
realizado sobre esta superficie térica. (b) j Qué valor tiene L si a/b < 1 7. Aplicacién numérica:
N =500,2a=18cmyb=>5cm.

2a

2a

SOLUCION

2
L:,uoN aln(b+a>
m b—a

En el caso a/b < 1 resulta de la anterior expresién:
I_ 2uoN2%a
b
Aplicacién numérica: (a) L = 0.327 mH; (b) L = 0.324 mH.

Si en un cilindro conductor de altura h, de radio a y conductividad -, existe un campo magnético
con direccion axial y valor B = By cos(wt). Dar el valor de la potencia media que se disipa por
efecto Joule. Hallar la intensidad que circula por el cilindro.

SOLUCION

P = nB3w?yha' /16

B fyBOwhwaz .

I o sin(wt)

Determinar el coeficiente de autoinduccién por unidad de longitud de una capa cilindrica hueca
de radio interior a y exterior b de cierto material conductor no magnético.

SOLUCION

L=

Lo b? — 3a? at
27 (b% — a?) ( 4 + b2 — a? In(b/a)
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Determinar el coeficiente de autoinduccién por unidad de longitud de un cable coaxial muy largo,
formado por un conductor cilindrico de radio a rodeado por una capa conductora cilindrica
coaxial, de radio interior b y radio exterior c.

SOLUCION

o (1 b c* c 3c? — b?
L= 4 <4+ln(a)+02—b2 ln(b) 4(c? —b?)

Determinar la fuerza mutua entre dos espiras coaxiales de radios a y b, recorridas respectivamente
por sendas corrientes de intensidad I; e I, cuyos centros se hallan separados por una distancia
d. Suponga que a < b ( el campo magnético creado por la espira grande actiia sobre la pequena
de forma uniforme).

SOLUCION

- 3/10]1[2&2()27Td
C 20 +d?)6/2)

Un relé magnético tiene una armadura que es mévil y que al aplicar el campo puede acercarse
al nicleo. Armadura y nucleo son del mismo material, el cual tiene una permeabilidad relativa
ur = 5000. La bobina tiene n = 2000 vueltas y entre la armadura y el niicleo queda un entrehierro
de £ = 1 mm. La longitud del nticleo es de [; = 40 cm y la de la armadura lo = 20 c¢m, con
secciones rectas de S = 6 cm?. Por la bobina circula una intensidad de 1.5 A. Hallar (a) el flujo
magnético en el nucleo, (b) la energia magnética almacenada, (c) la autoinduccién de la bobina,
(d) la fuerza que actua sobre la armadura.

t

L—’ Q0000 \—J

SOLUCION
(a) ,
¢ = n—zl
Ri+ Ry + 705

donde
Iy

' MOMTS
ﬂO,U"rS
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F =

(nl)?

HoS (R1 + Ry +

2z
HoS

”



6. Corriente alterna

Circuitos con R, Cy L

144  Un condensador de C' = 1 uF se carga aplicandole 10 kV, a continuacién se conectan sus bornes
a través una bobina de coeficiente de autoinduccién L = 1 H y resistencia R = 1 ). Estudiar la
descarga de condensador.

SOLUCION
Por ser R/2L < 4L/C' la descarga es oscilante.

Q = 10" % exp(—0.5t) cos(1000t — 1.57) C

145 Con hilo conductor de radio a y resistividad p se forma un solenoide cilindrico muy largo con
las espiras en contacto y cuyo nucleo de aire tiene radio b. Hallar la constante de tiempo de la
bobina

SOLUCION

pomab
T = —/——
4p

Circuitos de CA

146  En el circuito de la figura. (a) Dibujar el diagrama vectorial; (b) determinar Z, Iy, I¢, la I
total y el defasaje; (¢) Determinar R en funcién de C, L y w de manera que el conjunto sea
equivalente a una resistencia pura.

SOLUCION
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|4
Z:
VIZ+ 12+ 21 I cos(p + 7/2)
; I =V/VR? + L?w?; Ic = VCw; cos(p + 7/2) = —Lw/vV R? + L?w?

(c)
R= é(l — LCw?)
147  En el circuito de la figura, por el que circulan 60 A, se tiene que Z; =4 +3j Qy Zo = 13+ 5j Q.

(a) Dibujar el diagrama vectorial y (b) dar la potencia total disipada.

I=60 A
1 1
| I | | I |
4 2
SOLUCION
P=57.6 kW

148  En el circuito de la figura determinar: (a) el valor de C' para que la corriente sea maxima; (b)
la potencia consumida por el circuito; (c) dar el valor de C' para que la potencia sea 3/4 de la

inicial.
C L=0.1H R=1kQ
|
v
1000 V
2000 Hz
SOLUCION

(a) C=63nF
(b) P=1kW
(c) C=31uF

149 Dado el circuito de la figura, hallar (a) la conductancia y la susceptancia de cada rama y la
total; (b) la I en cada rama y la total y (c) los defasajes

SOLUCION
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(a)  p1=6/100 Q71 o1 = 8/100 Q=1 py = 16/100 Q~1; oy = 12/100 Q!
(b) I =6-8j; I =16+ 12j; [ = 22 + 4j
(¢)  tan(y1) = —1.33; tan(pz) = 0.75; tan(p) = 0.18;

150 En el circuito de la figura nos dan C, L, R, ¢ y w. Hallar: (a) los valores eficaces de las
intensidades I, I y Is; (b) la potencia suministrada por la fuente; (c) el valor de C para que

I sea minima. Dar este valor de I; (d) aplicar numéricamente a los valores siguientes R = 3 €2,
L =20mH , w=200rad/s, e =8100 V, C = 12,5 uF.

C
I
1
o000 ——

|

I2 L R

v

g, W

SOLUCION

(a) L =eCw=025A;T,=¢/VRZ+L22=20A;1= e\/c%? + 3520 =198 A
(b) P=mles =1200W

() C=4+L%2=800uF; = s =12A
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152

153

154

155

7. Ecuaciones de Maxwell

Un condensador plano, formado por 2 discos circulares de radio a = 6 m separados una distancia
d =1 mm, esta colocado en un circuito en el que hay una bateria de ¢ = 100 V, una resistencia
R =1 MQ y un interruptor K. De el valor en los puntos interiores del condensador del vector
de Poynting tras cerrar K. Dé su valor a una distancia r = 2 m del eje del sistema, a los 2 s tras
iniciarse la carga.

SOLUCION
El vector de Poynting a una distancia r del eje es:

e2rexp(—t/RC)(1 — exp(—t/RC))

P—
2ma?d

donde C es la capacidad del condensador C' = gqma?/d.

Por un cilindro muy largo de radio a circula una corriente en la direccién del eje, cuya densidad
volimica en r < R vale j = kr/a. Si el material del cilindro tiene una conductividad -, hallar el
flujo del vector de Poynting (por unidad de longitud) a través de la superficie lateral del cilindro.

SOLUCION

Op— 2rk2a?
3y

Dar la densidad cubica de corriente en el punto P(2,1, 1), si en el espacio hay un campo aplicado
B = (10*/y,10%/2,0) T.
SOLUCION

j=75x10% A/m?
Dados los campos E = Eycos(wt — kz)j y B = Bysin(wt — kz + a)k en el espacio vacio (sin
cargas ni corrientes libres), hallar los valores de k/w y a para que los campos se correspondan a
una onda electromagnética sabiendo que Ey/By = ¢ (c=velocidad de la luz).

SOLUCION

Los valores son a =7/2 y k/w =1/c.

Se tiene una espira de radio a, cuyo plano es normal a un campo magnético B (0,0, kt). ; Qué
valor tiene el potencial vector y el campo eléctrico inducido en un punto cualquiera si se supone
el potencial electrodindmico nulo ?. (para t=0, es B=0 y A=0). Hallar la fem inducida en la
espira
SOLUCION

A = (—kty/2, ktz/2,0); E = (ky/2,—kxz/2,0); |E| = ka/2; € = kna?



