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Presentacio

El bacteri escherichia coli es divideix cada vint minuts. Podem comencar amb 100
bacteris i tenir a les trenta-dues hores tot el mon cobert d'una capa de 500 metres
de gruix. Aquesta mena de creixement s’anomena creizement geométric si té lloc en
intervals de temps discrets i creizement exponencial si el temps es registra de manera
continua.

No cal dir que aquesta mena de creixement sol passar — per sort — gaire sovint,
pero podem trobar casos on sigui aplicable. El seu estudi, pero, es justifica millor si
tenim en compte que es tracta del cas limit en el qual la natalitat o la mortalitat de
I’especie no depen del nombre de membres.

Aquest fet té dues lectures. Per una banda, aquest model és ideal per estudiar la
influencia dels factors externs. Per l'altra, es pot estendre per obtenir altres models
més realistes, com el model logistic.

Al llarg d’aquesta unitat distingirem entre models discrets i continus. Veurem fins
a quin punt arriba la seva equivalencia i en quins aspectes les seves prediccions son
diferents. Si entenem el motiu d’aquestes diferencies podrem establir quan és més
adequat emprar un o altre tipus de model.

Pero potser el fet més sorprenent sera comprovar com equacions aparentment
simples poden arribar a tenir un comportament imprevisible. Aquest fenomen es
coneix com a caos determinista i en farem especial esment, ja que es tracta d’una
caracteristica comuna a moltes altres disciplines.



Objectius

e Definir el concepte d’equacié de recurrencia i aplicar-lo a la modelitzacié amb
temps discrets.

e Enunciar models independents de la densitat i explicar com es pot emprar 1’es-
tocasticitat per reproduir comportaments realistes.

e Presentar el model logistic com el model més senzill que depen de la densitat.
e Establir analogies entre les equacions de recurrencia i les equacions diferencials.
e Descriure la relacié entre els models discrets i els seus equivalents continus.

e Definir els conceptes d’automat cel-lular i de model extensiu.



Esquema

1. Modelitzacié mitjangant equacions de recurrencia

(a) Models independents de la densitat

i. Model geometric
ii. Estocasticitat ambiental
iii. Estocasticitat demografica

(b) Models dependents de la densitat
i. El model logistic

ii. Caos determinista al model logistic
2. Modelitzacié mitjancant equacions diferencials

(a) Model exponencial

(b) Model logistic (versié continua)

3. Modelitzacié mitjancant automats cel-lulars



1 Modelitzacié mitjancant equacions de recurrencia

1.1 Concepte

El nostre objectiu és representar el nombre de membres que té una especie en funcié
del temps. Potser no ens cal especificar a cada instant de temps quant val aquest
nombre i en tenim prou indicant el seu valor cada cert temps.

En aquest cas, I’evolucio de ’especie vindra representada per una serie de nombres
N;. Notarem com At el temps que passa entre que la especie té N; membres i que en
té Ni+1.

Podem mirar de trobar una expressiéo que reprodueixi la serie. Aixo es pot fer
mitjancant un terme general. Per exemple,

N; = 3000 - 3.

Més sovint, pero, ens caldra utilitzar una expressié que ens permeti calcular cada
terme de la serie a partir del terme precedent. Per exemple:

N1 = N; + 3000.

Aixo és el que es coneix com a equacid de recurrencia. A vegades, no sempre, és
possible trobar un terme general que sigui equivalent a una equacié de recurrencia.

Abans de continuar, et proposem que realitzis ’activitat 1.

1.2 Propietats
Considerem una equacié de recurrencia de la forma

T = f(xi).

Ens interessara especialment 1’existencia dels anomenats punts fizos. Un punt fix,
com el seu nom indica, és un valor tal que si un terme de la serie el té, tots els termes
posteriors també el tindran. Matematicament, expressem aixo com

" = f(z").

Un punt fix pot ser estable o inestable. Esta clar, per la seva definicié, quin és
el comportament de la serie quan un terme té exactament aquest valor. Ara bé, que



passa si un terme de la serie té un valor molt proper al del punt fix? Els propers
termes tendiran a acostar-se al punt fix o s’hi allunyaran?

En el primer cas parlarem d’'un punt fix estable i probablement la serie anira a
parar a aquest valor tard o d’hora. En el segon cas tindrem un punt fix inestable i
molt dificilment la serie podra tenir aquest valor, a no ser que el seu valor inicial sigui
exactament aquest.

Podem discutir el caracter d’'un punt fix x* estudiant la segiient quantitat

_ i)
de '™

A

Quan A > 1 el punt fix és inestable. En canvi, per A < 1 el punt fix tindra caracter
estable.

Un altre concepte interessant és el d’orbita o cicle. Pot passar que un cert nom-
bre de valors es vagi repetint continuament en una serie. Podem expressar-ho ma-
tematicament dient que existeix un terme de la serie a partir del qual sempre es
complira que

Litn = Tj
on n és el nombre de termes de l'orbita. Per exemple, a la segiient serie trobem una
orbita de tres termes.

1,2,3,4,5,6,7,5,6,7,5,6,7,5,6,7, ...

De fet, es pot pensar que un punt fix és una orbita d’un sol terme. Fixem-nos que
si obtenim la serie a partir d’'una equacié de recurrencia, n’hi ha prou amb que es
repeteixi un terme de la serie per a que els seus valors formin, a partir d’aquell terme,
una orbita.

Les orbites poden ser, com els punts fixos, estables o inestables. El criteri torna a
ser veure cap a on tendeix la serie quan un terme té un valor molt proper a un dels
valors que formen 1’orbita.

Finalment, ens podem trobar amb un atractor. En aquest cas, els valors de la serie
no formen una orbita, ja que mai es repeteix cap valor, pero tenen tendencia a cobrir
un interval finit. Anomenem atractor a aquest interval de valors. Un atractor es pot
considerar com una orbita d’infinits termes.

Els atractors sén un indici del que s’anomena caos determinista: un petit canvi
en el terme inicial de la serie dona lloc a evolucions completament diferents, que tan
sols tenen en comu la tendencia a cobrir el mateix atractor.

Una equaci6 de recurrencia pot tenir més d’un punt fix. El valor i 'estabilitat dels
punts fixos sén un tret caracteristic de cada equacié de recurrencia. Imaginem ara
que tenim una equacié que depen d’'un parametre a.

Tit1 = fa(Iz‘)-

En certa manera, aquesta expressié representa una “familia” d’equacions de recurrencia,
cadascuna caracteritzada per un valor del parametre a. Per a valors diferents de a
podem tenir un nombre diferent de punts fixos. Diem que es produeix una bifurcacio



en un valor donat de a quan una variacié molt petita d’aquest valor fa que canvii el
nombre de punts fixos.

També es diu que s’ha produit una bifurcacié quan varia el nombre d’orbites o,
fins i tot, quan el nombre de termes d’una orbita canvia.

Pot passar que, per a un determinat valor del parametre a, una orbita es converteixi
en un atractor. En aquest cas es diu que el sistema s’ha tornat caotic.

En els propers apartats tindrem 1'oportunitat d’anar descobrint aquests compor-
taments a les equacions de recurrencia que utilitzarem.

2 Models independents de la densitat

2.1 Model geometric

Com s’ha dit abans, modelitzarem el nombre de membres d’una especie mitjangant una
serie. El valor de cada terme de la serie representa el nombre de membres de 1’especie
en un cert instant de temps. Fixarem una quantitat At que representi l'interval de
temps entre dos termes de la serie.

Aquesta mena de modelitzaci6é s’anomena intensiva ja que no tenim en compte la
distribucio espaial dels membres de ’especie sind tan sols el seu nombre. Els models
que si tenen en compte com esta distribuida ’especie a I'espai s’anomenen extensius.

Per simplificar ’exposicid, considerarem tan sols la reproduccié asexual, com la
dels bacteris. Tot el que s’exposara a continuacié es pot adaptar a la reproduccio
sexual redefinint el significat d’algunes quantitats.

Considerem ara l'interval de temps At. Sigui B la probabilitat de que un membre
de 'especie es reprodueixi i D la probabilitat de que mori, durant el transcurs d’un
interval de temps At. El nombre de membres un cop transcorregut aquest interval de
temps és

Niz1=N;+ BN, — DN; = (14+ B — D)N; = RN; (1)

on hem definit R com 1+ B — D. R s’anomena factor de creizement geométric.

En el cas de I’Equacio 1 és possible calcular el terme general,
N; = R' N, (2)

on Ry és el nombre inicial de membres de 1'especie.

El comportament d’aquest model es previsible. Quan R > 1 tindrem un crei-
xement geometric. En canvi si R < 1 el nombre de membres decreixera, també
geometricament (veure Figura 1).

Aquest model és independent de la densitat perque els parametres de natalitat B
i de mortalitat D no depenen del nombre de membres de l'especie. Aixo es veritat
quan una especie disposa de prou espai i recursos pero no es compleix, en general,
quan el nombre de membres és prou gran com per a que hi hagi escassetat d’algun
recurs (aigua, aliments, espai, ...).
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Figura 1: Comportament del model geometric

2.2 Estocasticitat ambiental

El fet que B i D siguin independents del nombre de membres de 1’especie no vol dir
que siguin necessariament constants. Pot haver-hi un augment de la mortalitat i una
disminucié de la natalitat degut a circumstancies externes, com sequeres o epidemies.
El resultat pot ser una disminucié de R per sota de 1.

Al contrari, circumstancies favorables poden fer variar R de manera que assoleixi
valors per sobre de 1.

Aquestes variacions del factor de creixement R, per sobre i per sota de 1, poden fer
que el model geometric ja no doni lloc a un creixement o a un decreixement monoton
sind a unes fluctuacions aleatories que mantenen la poblacié en valors que no mostren
ni un creixement ni un decreixement clar. Aquest fenomen s’anomena estocasticitat
ambiental.

Per estudiar-lo, considerem el model que ve donat per ’equaci6 de recurrencia
Niy1 = R(Q)N; (3)
on ( és una variable aleatoria que compleix

1. El 50% de les vegades adopta el valor R,

2. L’altre 50% de les vegades té valor Ry

No costa molt veure que la condicié per a que no hi hagi una tendéncia ni cap al
creixement ni cap al decreixement és

VERiIR, =1

o en altres paraules



Etiquetarem la corba amb la mitja geometrica dels dos factors de creixement

_Ri+R, RI+1
< R>= 5 = R

En aquesta darrera equacio, la igualtat tan sols és valida si es compleix la Condicié
4.
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Figura 2: Dos exemples d’estocasticitat ambiental

A la Figura 2 es pot veure un exemple dels resultats del model.

2.3 Estocasticitat demografica

Mirem ara una altra font d’estocasticitat que pot produir canvis en el comportament
monoton del model geometric. Quan R té un valor exactament igual a 1, el nombre
de membres de I'especie es manté constant segons el model geometric.

El model geometric parteix de la idea de que tots els individus es reprodueixen al
mateix ritme. Aix0 pot ser cert en organismes molt senzills, pero no es compleix en
absolut pels organismes superiors.

Quan diem que la natalitat és d’un fill per parella, s’entén que algunes parelles
tindran dos, tres o encara més fills mentre que altres no en tindran cap. Cal entendre
aquesta afirmacié com un promig, no com una indicacié de que totes les parelles tenen

un fill.

Ambdues coses tan sols son equivalents en el limit en el qual una especie té infinits
membres.

A la practica, el nombre de neixements i el de defuncions presenta fluctuacions
(veure glossari). Tant el neixement d’un ésser viu com la seva defuncié sén esdeveni-
ments que no estan exempts d’una certa aleatoritat. La xifra que ens proporciona el
factor de creixement R és tan sols una mitja, la variancia (veure glossari) de la qual
no és zero. Aquest fet és especialment notable quan les poblacions sén reduides.
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Intentem plantejar un model que vagi més enlla que el model geometric en aquest
sentit. No podrem plantejar-lo en termes d'una equacié de recurrencia siné que caldra
resoldre el model mitjancant una petita simulacio.

El model es pot plantejar en termes tan generals com es vulgui, pero, per claredat,
potser és millor imposar alguna restriccid, que en qualsevol cas es pot variar.

Aixi doncs, per a cada un dels N; membres de ’especie, calculem els descendents
que tenen d’acord amb les segiients probabilitats

1. Probabilitat de no tenir descendents: (1 — a)/2
2. Probabilitat de tenir 1 descendent: a

3. Probabilitat de tenir 2 descendents: (1 —a)/2

Podem escollir altres valors per a les probabilitats i ampliar el nombre d’esdeveniments
possibles (tenir 3 descendents, ...). No obstant, la suma de totes les probabilitats ha
de ser sempre igual a 1 o altrament no estariem considerant-les totes.

Per una altra banda, si volem que el nombre de membres de 1’especie es mantingui
constant (per comparar amb el model geometric R = 1), la probabilitat de morir
durant un interval de temps ha de ser igual a la natalitat mitja. En el nostre cas

1— 1—
a+1xa+2x 2a

tot i que podria ser un altre factor si haguéssim partit de probabilitats amb una forma
diferent o haguéssim considerat altres esdeveniments.

D=0x

=1

Un cop simulat el pas d'un interval de temps, en simulem més per poder obtenir
I’evolucié del nombre de membres d’una especie. A la Figura 3 es pot observar una

80 ,

60 |- /'

Z 40 - [y a=0.9

0 100 200 300

Figura 3: Dos exemples d’estocasticitat demografica

simulacié del model, partint de Ny = 25, per a dos valors de a diferents.

Ara ja pots fer 'activitat 2.
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3 Models dependents de la densitat

Fins ara hem utilitzat models on les probabilitats de neixement i de defuncié eren
independents del nombre d’individus de 'especie. Aquesta suposicié pot tenir sentit
en dos casos. Bs gairebé certa en aquells casos en que I'abundancia d’espai i d’aliments
fa que no hi hagi factors que limitin 'expansié de I’especie. També es pot considerar
util quan la dependencia en el nombre de membres no és tan important com altres
factors, com ara les condicions externes o, fins i tot, les fluctuacions aleatories del
nombre de neixements i de defuncions.

En la major part del casos, pero, és més logic suposar que la natalitat disminueix a
mida que augmenta el nombre de membres d’una especie i que, en conseqiiencia, ’espai
i els aliments disponibles sén més limitats. Pels mateixos motius, podem esperar que
la mortalitat esdevingui més elevada a mida que el nombre de membres de I’especie
augmenti.

Es d’esperar que si apliquem aquestes idees aconseguirem models més realistes.
En concret, no caldra recérrer a factors externs per obtenir comportaments qualitati-
vament correctes.

3.1 Model logistic

El tipus de dependencia més simple que compleix les premises esmentades abans és la
dependencia lineal. Suposem, doncs, que els factors B i D no sén constants sind que
venen donats per

B = By— BN ()
D =Dy + D,N (6)
on recuperem el model geometric quan B; = Dy = 0.

Si substituim les Equacions 51 6 a I’expressio 1 i escrivim el resultat en funcio dels
parametres

R:1+BO—D0

Bn —
K — 071907
By + Dy
obtenim 1’anomenat model logistic
N;
Nipy = N, + (R— 1) (1 - K) N, (7)

Es facil veure el significat intuitiu dels parametres R i K. Quan el nombre de
membres de 'especie es petit comparat amb K, el seu comportament coincideix apro-
ximadament amb el d’un model geometric amb factor de creixement R. Per tant,
continuarem anomenant factor de creizement a aquest parametre, malgrat que el
comportament ja no sigui exactament geometric.

En canvi, quan el nombre de membres és gairebé K el creixement és molt petit.
De fet, N = K és un punt fix del sistema: quan s’assoleix aquest valor ja no hi ha
variacions posteriors. Per aquest motiu anomenem capacitat al parametre K.
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El model logistic sovint es presenta normalitzat (veure glossari)

La magnitud z es defineix com

X

N;
Q
on, a la seva vegada, el parametre () esta definit com
Q= 14 By — D,y

 Bi+Dy

El significat de @) és diferent al de K. Es tracta d’un limit per sobre del qual el model
logistic deixa de tenir sentit.

A la Figura 4 es pot veure una evolucié tipica d’un sistema modelitzat mitjangant
el model logistic discret.

0.18
0.16 -
x 0.14
R=1.2
0.12 -
0.1 !
0 10 20 30 40 50

Figura 4: Exemple de resultats del model logistic

3.2 Caos determinista al model logistic

Una de les caracteristiques més notables del model logistic és el seu comportament,
sorprenentment complex tenint en compte la simplicitat de I’equacié de recurrencia.

A la Figura 5 es pot veure el diagrama de bifurcacions. Aquest diagrama serveix per
visualitzar les bifurcacions que presenta el model logistic. L’eix de les x representa els
valors possibles del parametre R (entre 01 4). A 'eix de les y hi representem diversos
valors que assoleix la variable z; a instants de temps diferents. La tnica condicié que
compleixen aquests valors és que corresponen a instants de temps grans. D’aquesta
manera, si existeix un punt fix, un orbita o un atractor, aquests valors segur que en
formaran part.

Observem que entre R =01 R = 1 tan sols hi ha un punt fix estable que és el 0.
A R =1 es produeix una bifurcacié, ja que entre R =11 R = 2 el punt fix estable és

14
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Figura 5: Diagrama de bifurcacions

un altre (z* =1 — R™!) mentre que x = 0 passa a ser un punt fix inestable. A R =3
es produeix una altra bifurcacié. Aquest cop el punt fix es converteix en una orbita
de dos punts. Més endavant el nombre de punts de I’0rbita es va doblant, a intervals
cada cop més curts. Es pot demostrar que a partir de R = 3.58 el nombre de punts
de T'orbita és infinit i que, per tant, tenim un atractor.

Entre R = 3.58 1 R = 4 la major part dels valors de R corresponen a atractors. No
obstant, tenim finestres (veure Fig. 6) que no presenten aquest comportament i que,
de fet, reprodueixen 'estructura de bifurcacions que hem trobat abans de R = 3.58.
Aquest fet s’anomena autosimilitud i és un dels trets caracteristics dels comportaments
caotics

1 T

................................................... [T EATHE

08 [..."x IR
06 {n”u
04 b

0.2 pr i

3.82 3.83 3.84 3.85 3.86 3.87

Figura 6: Una finestra d’ordre en mig del caos

El model logistic, per als valors de R que donen lloc a atractors, presenta caos

15



determinista degut a que dos sistemes que parteixen d’estats molt similars evoluci-
onen de manera completament diferent. Aixo es pot comprovar a la Figura 7, que
representa 1’evolucié de dos sistemes caracteritzats per R = 3.9 i amb valors inicials
molt semblants. Per a ¢ = 0 un sistema es troba a xo = 0.5 mentre que 'altre sistema
es troba a x = 4.99. L’evoluci6 al llarg de les primeres 20 iteracions és molt semblant.
A poc a poc, els sistemes es van diferenciant. En arribar a l'iteracié ¢ = 90 ’evolucio
dels dos sistemes ja és completament diferent.

0.9

0.7

0.3

0.1

Figura 7: Evoluci6 de dos sistemes

Els atractors sén fractals. Un fractal és una figura geometrica tal que la seva
dimensi6 topologica no coincideix amb la dimensié del seu “contingut”. Per dimensi6
topologica entenem la dimensié que habitualment associem amb una figura: si es
tracta d’'un conjunt de punts (com és el cas de latractor que estem estudiant) la
dimensié topologica és 0, si la figura esta formada per linies la dimensié topologica és
1, i aixi successivament.

Des d’un punt de vista matematic hi ha varies definicions per avaluar la dimensié
del “contingut” d’una figura (per exemple, la dimensié de Hausdorff-Besicovitch)
pero més val abordar aquest problema des d’un punt de vista intuitiu. L’atractor
esta format pels valors que va assolint el model logistic i per tant la seva dimensié
topologica és 0. No obstant, la serie anira recobrint densament tots els valors d'un
interval (passara tan a prop com vulguem de qualsevol punt de I'interval). De fet, per
R = 4 el model logistic recobreix tot I'interval (0,1). En aquest sentit, la dimensié de
I’atractor és la d’una linia, és a dir, 1.

Un “truquet” per visualitzar millor els atractors és afegir observables ficticis. D’a-
questa forma es pot veure millor quina és la dimensié i 'estructura de ’atractor.
Pel que fa al model logistic, representarem en una grafica en tres dimensions un cert
nombre de punts. El punt ¢ té com a coordenades (x;,z;11,x;12), tres valors valors
consecutius de la serie. Els observables s’anomenen ficticis perque estem fent una
grafica de tres quantitats quan en realitat només en tenim una (el valor de la série en
cada terme). El resultat es pot veure a la Figura 8.
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Figura 8: Atractor per R=3.9

4 Modelitzacié mitjancant equacions diferencials

4.1 Concepte

Fins ara hem estat considerant el que anomenem models discrets degut a la manera
com tractem el temps.

Per comptes de considerar el temps com una variable discreta, que tan sols pot
assolir valors multiples sencers de At, podem tractar-lo com el que és en realitat,
una variable continua que pot arribar a tenir qualsevol valor. En aquest cas estariem
parlant d’'un model continu.

Aixi doncs, representarem el nombre de membres de I'especie com una funcié del
temps n(t). Aquesta funcié és l'equivalent del terme general de la serie, en el cas
dels models discrets. Sovint, perd, no podrem trobar una funcié n(t) a primer cop de
vista. Més aviat, I'analisi del problema ens dura a una equacié que ens relacioni el
ritme de canvi de n(t) amb els parametres del sistema i amb n(t¢). Parlant en termes
matematics, obtenim una equaci6 on intervenen n(t) i la seva derivada, es a dir, una
equacio diferencial

0 _ (o),
En els nostres models f,[n(t)] no dependra directament del temps. Aixo fara que les
equacions diferencials que tractarem sempre siguin separables (veure glossari).

Notem que les equacions diferencials juguen el mateix paper en els models continus
que les equacions de recurrencia en els models discrets.

4.2 Propietats

Ja s’ha comentat que en els models continus les equacions diferencials son ’equivalent
de les equacions de recurrencia en els models discrets. En certa manera també podem
trobar una correspondencia amb les propietats que s’han esmentat a ’apartat 1.2.
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Considerem una equacié diferencial

dx
— = f(x).
= f()
Pot existir un valor z* que compleixi

f(z®) = 0.

Aquest valor sera un punt fiz. Siz(t) arriba a tenir aquest valor llavors el tindra sempre
en el futur. Els punts fixos poden ser estables o inestables. Com a les equacions de
recurrencia, I'estabilitat es pot estudiar mitjancant el parametre A, definit per

_df(@)

A
dx

De nou, A > 1 indica que el punt fix és inestable mentre que A < 1 vol dir que els

punt fix és estable.

Encara que els models que estudiarem en aquest tema no presentaran aquest com-
portament, també poden existir orbites (cicles) en forma de solucié periodica. Per
obtenir atractors ens caldra estudiar sistemes de tres (o més) equacions diferencials.

De moment, pots fer I'activitat 3.

5 Versio continua dels models de creixement

5.1 Model exponencial

Recordem que en el cas dels models discrets vam definir dos valors: B era la proba-
bilitat de que un membre de 'especie tingui un descendent durant l'interval At i D
era la probabilitat de la seva mort durant el mateix interval de temps.

Ara, definim b com la probabilitat de que un membre de 'espécie tingui un descen-
dent, per unitat de temps. Si B és adimensional, b té dimensions d’invers del temps.
Analogament, definim una probabilitat de defuncié per unitat de temps d.

Si expressem aix0 en forma d’equacié diferencial obtenim

dn(t)
dt

= bn(t) — dn(t) = rn(t), 9)
on hem definit la taza de creizement com r = b — d. La solucié d’aquesta equacio és
n(t) = e"n(0).

Fixem-nos que el model geometric (discret) i el model exponencial (continu) sén
completament equivalents quan es compleix la condicio

R = erAt

Per practicar aquest concepte pots fer 'activitat 4.
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5.2 Model logistic

De nou hem considerat, a 'apartat anterior, que tant b com d sén independents del
nombre de membres que té ’especie i una altra vegada la solucié més senzilla per
incorporar aquesta dependencia és suposar que és lineal

b(t) = bo — bﬂ”b(t),
d(t) = do + din(t).

Si, a més, apliquem les definicions

T = by — do,
bo — do
K = ,
by + dy

llavors I'Eq. 9 es converteix en

mé”:r(<—@?>n@. (10)

La soluci6é d’aquesta equacio diferencial és

N K
" = T (o) — e

Sovint s’utilitza una normalitzacié que és subtilment diferent a la del model dis-
cret. Per comptes de normalitzar respecte un valor maxim, normalitzarem respecte
la capacitat del sistema

n(t)
1) = —=.
o) ="
Llavors 'Equacié 10 s’escriu com
dx(t
2>:rﬂ—ﬂﬂh@
i la seva solucié com )

"0 = T i) — e

A la Figura 9 es pot veure la representacié de dues funcions z(¢) modelitzades mit-
jancant el model logistic.

Una activitat relacionada amb el model logistic és la 5.

6 Modelitzacié mitjancant automats cel-lulars

6.1 Concepte

Els models discrets i continus que hem vist fins ara tenen en comu que sén intensius.
Amb aix0 es vol dir que tan sols tenim en compte el nombre de membres total de
I’especie i no la manera com esta distribuida geograficament.
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Figura 9: Dues corbes logistiques continues

Esta clar que quan parlem de N; o de n(t) estem comptabilitzant uns membres que
estan localitzats en una determinada regié. No obstant, podem ser més explicits en
aquest punt i utilitzar models que incorporin la localitzacié dels membres de 1’especie
com una informacié més del model. Aquests models s’anomenen extensius

Uns models extensius particularment interessants son els automats cel-lulars. Un
automat cel-lular consisteix en un conjunt de caselles (cel-lules) cadascuna de les quals
pot tenir un nombre finit d’estats diferents.

Els automats cel-lulars evolucionen per torns i totes les caselles es governen pel
mateix conjunt de regles. Una condicié que han de complir les regles és que l'estat
d’una casella tan sols pot dependre de 'estat de les caselles del seu entorn en el torn
anterior i de la historia de la propia casella.

Els diferents automats cel-lulars es caracteritzen per

e Forma i dimensions de les caselles
e Que s’entén per entorn de la casella
e Nombre d’estats en que es pot trobar la casella

e Regles d’evolucio

Es habitual, per evitar que la matriu es quedi petita, considerar que la topologia
de la matriu es toroidal. Aixo vol dir que una casella de I'extrem dret de la matriu és
veina de la de I'’extrem esquerra. El mateix passa amb les caselles de I’extrem superior
i inferior.

En general podem dir que els automats cel-lulars no sén models que puguin donar
respostes definitives ja que tan sols intenten simular la natura a grans trets. No obstant
serveixen per fer-nos una idea de quines sén les lleis més essencials que intervenen en
un fenomen.
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6.2 El joc de la vida

El joc de la vida és va pensar per demostrar que és possible construir una computadora
universal (veure glossari) mitjangant un automat cel-lular.

Després de dos anys de recerca, John Conway va trobar un sistema que consistia
en una matriu rectangular de caselles, cadascuna de les quals podia tenir dos estats.
Hom pot pensar en aquests dos estats com “viu” i “mort”. Les regles eren molt
senzilles: una casella viva sobreviu només si té dues o tres veines vives i una casella
morta es converteix en viva si té exactament tres veines vives.

Val a dir que les caselles veines, al joc de la vida, son les 8 caselles més properes
(entorn de Moore). En altres automats cel-lulars tan sols sén veines les 4 caselles que
es troben a dalt, a baix, a la dreta i a I'esquerra (entorn de von Neuman).

La vessant ludica consisteix en trobar configuracions de caselles que evolucionin
de manera complexa, evitant tant ’extincié total de les caselles vives com l'arribar a
una configuracié estacionaria.

Per exemple, a la Figura 10 es pot veure una configuracié interessant anomena-
da lliscador. Es desplaga en diagonal per la matriu de caselles. Es pot utilitzar
per representar bits d’informacié a la computadora universal. S’han descobert altres
configuracions que poden actuar com a portes logiques. Es possible, doncs, fer una
configuracié que actui com una computadora universal.

Per assegurar-te que has entes les regles del joc de la vida, fes I’activitat 6.

a -

Figura 10: Un lliscador en dos instants diferents

6.3 Creixement logistic

No és dificil modificar el joc de la vida per aconseguir que el nombre de caselles
ocupades creixi de manera semblant a la logistica. Per exemple, considerem el segiient
conjunt de regles

e Una casella morta viura si té dues veines o més

e Una casella viva sobreviura si té dues, tres, quatre o cinc veines
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Es facil comprovar que aquest sistema presenta un creixement que és qualitativa-
ment similar al logistic. Hi ha molts més conjunts de regles amb el mateix compor-
tament. De fet, el tret més interessant del joc de la vida és la capacitat per crear
estructures amb un comportament complex, la qual cosa es perd en els nous conjunts
de regles.
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Resum

S’han vist tres formes de modelitzar el creixement d’una especie. Per una banda
s’han presentat models intensius, discrets o continus. Per 'altra, s’ha fet una breu
introduccié als automats cel-lulars, que son models discrets i extensius.

Els models intensius discrets es basen en equacions de recurrencia i els models
intensius continus en equacions diferencials. No obstant, els resultats presenten uns
comportaments equivalents — com no podia ser d’una altra manera ja que modelitzen
el mateix fenomen —.

Es pot dir que el més interessant del resultat d’una equacié, de recurrencia o
diferencial, és el seu comportament a llarg termini. Per aquest motiu hem classificat
aquests comportaments en punts fixos, orbites i atractors. Si el model depen d’un
parametre que pot variar de manera continua, és important coneixer els valors per als
quals es produeixi una bifurcacié, o sigui, un canvi qualitatiu en el comportament a
llarg termini.

En el cas dels models discrets, s’ha vist el model geometric. Malgrat el seu com-
portament monoton es pot modificar per estudiar 'efecte dels factors externs o de les
fluctuacions en el nombre descendents. Un refinament més important és la introduccio
de la dependencia en la densitat, que ens porta al model logistic. El model logistic
inclou el model geometric per valors petits del nombre de membres d’una especie i té,
a diferencia d’aquest, un comportament raonable a llarg termini.

Una de les caracteristiques més notables del model logistic discret és I'aparicio
del caos determinista. Per aquest motiu s’ha dedicat un espai per comentar quina
és la definicié d’aquest fenomen i per comprovar que els seus trets més caracteristics
(autosimilitud, impredictibilitat, fractals) sén presents a les solucions del model.

Els models discrets tenen el seu equivalent continu. En el cas del model logistic el
comportament es molt més simple que el del seu equivalent discret per la qual cosa
no soén equivalents. Aixo no vol dir que un sigui més realista que l'altre. En realitat,
el model discret implica que la reproduccié té lloc en un interval de temps molt curt,
la qual cosa pot ser certa per a determinades especies.

Finalment, s’ha fet una breu explicacié del concepte d’automat cel-lular. Van
sorgir per resoldre problemes fonamentals de la matematica discreta pero el seu s
s’ha estes a altres camps perque permet veure en quins casos els trets fonamentals
d’un fenomen es deuen a lleis molt simples.
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Glossari

computadora universal Es tracta d'una computadora en el sentit de la maquina
de Turing: un aparell que es capag¢ de processar informacié binaria mitjancant un
programa arbitrari que també estigui expressat en binari.

fluctuacions Variacions al voltant d’'un valor mig, degudes normalment a causes
aleatories.

normalitzat Es diu de la quantitat que es presenta sense dimensions i de forma que
quan té valor 1 representa s’ha assolit una certa fita. Per normalitzar una quantitat
tan sols cal dividir pel valor que té aquesta fita.

separables Es diu de les equacions diferencial on es possible concentrar tots els ter-
mes on apareix la variable independent a una banda i els termes on apareix la variable
dependent a 'altre (incloent els diferencials). Les equacions diferencials separables es
poden resoldre tan sols fent una integral.

variancia Magnitud que déna una idea de si un conjunt de valors son, en general,
a prop o lluny de la seva mitja. Matematicament,

oc=+V<z—<1T>>
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Activitats

1. Troba el terme general de I'equacié de recurrencia

2
Tiv1 = ;-

2. A D'extrem orient, on el sistema de cognoms té milers d’anys, es freqiient que
totes les persones d'una mateixa ciutat tinguin el mateix cognom. Doéna una
explicacié per a aquest fenomen.

3. Troba els punts fixos de I'equacio diferencial

dx

E:a—bx

1 discuteix si son estables o inestables.

4. L’any 1950 hi havia a la terra uns 2500 milions de persones mentre que I’any 2000
n’hi havia 6000 milions. Per a ’especie humana, calcula el factor de creixement
anual i la taxa de creixement, tenint en compte aquestes dues dades i suposant
que el creixement és geometric.

5. Imagina que el model logistic fos aplicable a I’especie humana. Tenint en compte
que a ’actualitat el creixement de I’especie humana és lineal, estima la capacitat
de la terra pel que fa als éssers humans.

6. Tenint en compte les regles del joc de la vida, dibuixa les diferents configuracions
que adopta el “lliscador” a mida que es desplaca per la matriu de caselles.
Quantes n’hi ha?

7. Realitza les activitats descrites al guié de practiques corresponent a aquesta
unitat.
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Exercicis d’autocomprovacio

1. Quina de les segiients afirmacions referents als punts fixos és certa

(a) x =0 sempre és un punt fix

(b) Es extremadament improbable que un sistema es trobi en un punt fix in-
estable

(c) Una equacié de recurréncia no pot presentar simultaniament punts fixos
estables i inestables

(d) Tota equaci6 de recurrencia presenta punts fixos
2. L’estocasticitat ambiental es deguda a

(a) Factors externs a 'especie

(b

)

) Factors que no es poden determinar

(c) Factors aleatoris que tenen a veure amb la propia especie
)

(d) Tots els factors esmentats anteriorment

3. A un mateix edifici hi viuen 5 parelles. Tres tenen 1 fill, una en té 2 i una altra
no en tenen cap. Podem dir que la variancia i del nombre de fills per parella és

(a) 3/5
(b) 1/5
(c) 2/5
(d) Cap de les anteriors

4. Una de les caracteristiques d’un fractal és que

(a) La seva dimensié de contingut no coincideix amb la seva dimensié to-
pologica

(b) Té una dimensi6 de contingut fraccionaria
(c¢) Te dimensions de contingut que sempre sé6n més grans que 1

(d) Totes les caracteristiques anteriors

5. La relacid entre el factor de creixement i la taxa de creixement
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(a) Es igual a 1 ja que ambdues coses sén el mateix

(b) El factor de creixement és ’exponencial de la taxa de creixement
)
)

(c

(d) Depen del interval de temps pel qual estigui definit el factor de creixement

Depen del model que s’estigui emprant

6. Quina de les segiients caracteristiques no pot tenir un automat cel-lular

(a) Caselles hexagonals

(b) Que l'estat d'una casella depengui del seu estat fa 5 torns

(¢) Que l'estat d'una casella depengui del d'una casella situada a 5 caselles de
distancia

(d) Qualsevol de les anteriors
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Solucions dels exercicis d’autocomprovacio

1. (b) 2. (a) 3. (c) 4. (a) 5. (d) 6. (c)
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